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AVERTISSEmENT, 

fj'est  à  ia  libéralUé  génermiement  reconnue  du  gouvei^nement  de  Norvège  et 
à  r uetivUé  qu'il  met  à  la  propagation  des  hmirres,  des  sciemes  et  des  arts, 
qw'est  due  la  publicaiioit  de  cette  éditimi  tiet  ouvrages  de  noire  illuslre 
cmpaMote.  La  propotMm  que  je  fis  de  réiBger  «#  de  faire  pubUo'  une 
édUion  des  eewree  eamfXHee  de  naire  mUeur,  «n  reetÊ^OmU  ce  qu'U  avaU 
d0à  fait  ftMier,  et  ee  ftd  rertaU  etteere  MiUt  pmmd  Ict  pofêers  qu'il 
matât  hûeeésg  «ymU  été  appi^fèe  fat  te  eénat  tÊcadémiquej  le  Rei  dmim 
ardre  pour  que  tous  les  frais  rénUtoHt  de  la  pubSeatton  de  cet  eavre^, 
fueeent  ft^fée  eur  lu  fmde  du  bureau  de  FiiutnœiiM  puMque.  Ce  pre- 
mier vehme  eanHeni  les  omyrages  de  l'auteur  qtd  eut  d^  été  0(9x1- 
•ramnt.  Us  se  trouvent  insérés  dans  les  quatre  premiers  volumes  du  Jour- 
nal de  M.  Creïïe  (Journal  fSr  die  reine  iind  fini^cwandte  Mathcmatilc.  Berlin 
1826  — 1829),  excepté  les  mrmoires  Xlil  vt  \IV,  qui  ont  été  consignés 
dans  les  numéros  §58  et  147  du  jmirnal  il  astronomie  de  M.  Schumacher 
(Astronoinisciie  Naehrichten.  Alloua  18'i8j.  L  auteur  les  a  originairement 
écrits  en  français^  mais  les  neuf  premiers  mémoires  ont  été  traduits  par  M. 
CreiÊe  m  «dieenend,  d^ek  en  lee  a  de  nemem  tnubdle  en  français,  f^ant 
«Htx  mig^iutKX  dee  oeaieree  piAHéee  de  neire  autaar»  en  n'en  a  peM  trouvé 
dont  eet  papSere,  Dane  Ut  réettien  de  ces  mémeiree  U  »Vi  été  uéeeeeaire 
de  faire  pbiehure  etdadt  et  dévdei^pmtnas  dmt  foi  faU  un  e^^rtdt,  que 
fui  i^euté  la  fi»  du  volume.  J*eepère  que  eee  déveie^feateute  jetteroÊit  du 
jour  sur  les  endreUe  Ue  plus  difficUs  de  Fmtmsr,  de  sorte  qu'Ue  fadSteraut 
la  lecture  de  l'ouvrage,  et  qu'ils  le  rendront  accessible  à  un  grand  nombre 
de  lecteurs  qui,  sans  ces  développements,  le  trouveraient  trop  abstrait.  JLe 
temps  et  tes  sohts  tjnp  fn  dû  mettre  à  la  rédaction  de  cet  ouvrage,  je  les 
regarderai  toujours  roDuiie  ie  loisir  le  mieux  employé  de  ma  rie,  s'il  peut 
contribuer  à  répandre  cet  ouvrage,  la  plus  importante  production  de  née 
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/pMTt  m  ton  genre.  Par  FimmêMê  iftoube  ée  jm  pnNèHutt  et  par  Vex- 
trème  r^uear  de  m  mélkede  sidwmi  fexemfie  de  tUbutre  M.  Cmek^t  foH- 
teur  à  damé  aux  mathématiquêê  un  ttcermtiemetU  fue  eame  bd  cette  edenee 
n*m!Ndt  peut-être  eu  dan»  an  nede,  et  frt^  dee  reatee  awmt  bri  ineemmee, 
pd  deivent  donner  une  naua^  faee  au  etdeui  it^bdUHaud  et  à  tanafyee 
en  général.  Ce*t  pourquoi  les  oeuvres  de  notre  auteur  appartiennent  au' 
premier  rang  de  ctMee  que  n$U  nudàénuOieien,  pour  peu  qu'il  désire  eemeitre 
au  fait  de  sa  seimce^  ne  pourra  se  dispenser  de  lire.  Le  tome  second, 
qui  contiendra  les  oeuvres  inédites  de  l'auteur,  est  sous  Ut  presse,  et  pt^ 
raitra  le  pins  tôt  possible. 

Christiania  le  3i  décembre  t838. 

A  HOLXBOE, 
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NOTICES  SUR  LA  VIE  DE  L'AUTEUR 

(PAR  L'BUTEUR.) 


Nmmu  Hsitmik  (NIcolt»  Henri)  j^bmi,  Noiréfien  naqnlt  le  5  uAt*)  1801  m  pretbjtin 
de  Fiinlôe,  paroisse  sîtuée  dune  le  diocèse  de  Clirisliaiitiaiid  on  son  pîrc  SSren  Georg  Ahel 
était  cure  (ruitiistra  proteglant).  Son  père  ayant  e'té  noinm^  curé  de  Gjerrestad  en  1803, 
le  jeune  Nicolas  Vy  toiTit  avec  un  frère  ainé,  avec  lequel  il  commença  dana  la  suite  sea 
pnnMit*  tkuÊm  mi  «Mfwa  4«  «on  père.  181S  im  pin  le  Ht  entrer  dent 
l*<école  cithMrele  de  CbriiflenJe  eè»  pendent  Ice  prcnièrei  eméee  de  evn  cenie  dténen- 
talre,  il  ne  a'attira  aucune  attention  particulière,  juaqu'à  ce  qu'en  1816,  (<poque  d'où  date 
ma  nomination  de  profcsifcur  de  mathématiqnea  i  ladite  t^calc,  on  accorda  aux  diaciplea 
quelques  heures  exprès  pour  les  exercer  à  résoudre  des  problèmea  algébri(]uc8  ou  géomé- 
«t^nee.  Ce  fat  eleie  qne  le  telcnt  tfJM  ee  développa  d'ene  mriii«  ^ektinte.  11  fUInt 
Uentèt  lai  rdierfet  dce  pteblènce  tont^eifrèe.  Dcpali  ce  tempe  tt  ae  feen  enn  aalM- 
MBtlqnes  avec  ardeur,  et  y  fit  des  progrès  énormes,  et  svec  une  rapidité  qui  n*sppartient 
qu'au  génie.  A\iint  rapidement  passé  le  couru  ëiémcniairc,  je  lui  donnai,  sur  sa d(^in><rHl!-. 
des  leçons  en  particulier  a«  le  calcul  infinit^faimai.  Après  l'atoir  initié  dans  le*  éléments 
d*  «ette  eeienoe,  je  pareeeree  evee  tel  rintiednctien  et  les  inttitntlenB  d«  celcnl  dilT.  et 
intdsr.  d'JMér.  Sès-len  tl  comcDfe  k  nereàer  ecid.  Il  tftedie  leeenviigee  deX«ere4[r, 
Rwieoeur,  Poitêon,  Gatut  et  surtout  ceux  de  Lagrange,  et  Ht  di'j&  lui  même  quelques 
essais.  Kn  jtttllet  1821  ajant  quit!*'  I  f^rol)»  cathédrale,  il  fut  reçu  à  l'nnirersité  de  Cliri- 
stisnia,  aprèd  avoir  subi  l'examen  dit  d'artium.  A  l'école  cathédrale  il  eveit  déjà  obtenu 
un  gratis,  et  son  père  étant  iM»rt,  etne  hheer  à  la  non  les  mojene  d^entietank  «en  flis 
à  fnnifenltd,  qeelqnee-nne  dce  ptrfbeieeri,  frippde  dce  talenle  cxtnerdiaelree  qnil  ennen- 
çait  pour  les  mstbématiques,  ee  cotisèrent  pour  lui  procurer  les  moyens  d'une  Cklttence 
lndépendaiitf>  et  conforme  k  se»  talents  gupi'rieiir!!.  Après  avoir  joui  de  ce  eonlien  pen- 
dant 2  su!<,  le  gouteruemcut,  sur  la  proposition  du  sénat  académique,  lui  accorda  sur  le 
trésor  200  Sp.  par  an»  pour  continuer  ses  études  pendant  2  ans  à  l'unheraltë.   Ces  gra- 


•)  Dans  ta  aécralsffs  de  N.  Abat  par  M.  CMe,  iasM  tes  1«  «p*  ntm»  da  aoa  Jamal,  la  «S  aodt  es 

dté  comme  le  joar  de  ndiMoncc  de  notre  «utetir.  Cette  faute,  c|ue  Je  prends  ici  la  liberté  de  rurriser, 
dérive  d'une  inadTCitance  de  dm  part  dans  le*  rcMcigaesteata  cooununiquéa  k  M.  Crelle.  Par  une  (aute 
d'ibiprairfae  la  Nam  da  aa  «aiiBnDce  r  est  appelé  Erindaê.  Dwa  le  iaenal  anglais  "Ito  AdMiMMBHf, 
Ahd  ast  Bfpdé  Snédols  CHlla  cclcbratad  jouf  Swadiak  philosopher,  Aber). 
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Uficatlont  tant  privées  que  pnbliqnet  ^'«i  loi  décréta  p«i4aiit  tw  »é}amr  è  rasiTeraité, 
Il  1m  «Bptoya  mBMhMibMeaNBt  k  m  patfaatlôaaer  4au  a»  aclean^   A  celte  ^poyi« 

il  écrivit  plutienra  traitéa  dont  queiques-nna  sont  iaaéréa  dana  le  jovmal  "Magatin  for 
Naturvidenshaherne" .  Le  proî»R'mc  qui  roccupalt  alors  plus  pirtîculièrcmcnt,  fsit  de 
tmiirrr  \n.  résolution  ^éndrale  des  équatioas  du  5*"'  de^ré,  probt^ine  qui  depuis  long  temps 
a  occupé  presque  tous  les  mathéouticiens  d'un  rang  distin^é.  AM  se  flatta  nne  foia 
d*aT*ir  tvMTé  c«tt«  làdittm,  nab  imllMn«iM«ia«iit  il  7  mU  cmnrf*  «M  «mar  dont 
Il  É'tperfvt  lai  aiéan  le  grenier  Cepeadaaft  cala  ne  le  lAata  palat|  aa  aaatnive  U  ae 
proposa  de  trouver  cette  résolution,  ou  d'en  démontrer  l'imposaibilité.  Poar  cette  der- 
nière tâche  elle  lut  réu9«!t,  ft  il  en  écrivit  la  dénion><lratinu  en  français,  langue  dont  il 
se  servit  dauM  la  suite  ponr  écrire  aes  mémoires  ou  trait)-«,  et  qu'il  fit  publier  à  Ciiri- 
atiaida  «a  IflM  aaai  titre  "Mimutrt  tut  kê  d^lM*  «IgariquM  aé  a«  Jémtmtr*  Mm- 
fêiêMUté  i»  ht  rétention  de  ti^im»  gén^^  dm  tÊK^Obn»  d^pr**,  Alaal  ce  tiXMd 
qui  le  premier  parvint  à  déhiWufUer  cette  partie  importante  de  la  théorie  det  équationa 
algébriques,  découverte  qui,  r nmmc  Ta  dit  Jj0|flfu<r»,  doit  être  refifdëe  cettae  la  flaa 
grande  qui  restait  à  faire  dans  l'analyse. 

Ea  juillet  ins  11  lollIelU  aaprèa  du  gouverncmeat  un  bénéfice  de  MOSp.  par  an 
fcor  aeayaaer  cec  tccbaNltec  dcaa  fdtrmger,  «I  aatcanBCiit  è  Paiic,  fcadMt  deax  caa. 
Oa  lid  ceoeide  cnticitèt  ca  davcadei  al  le  aiéaie  dtd  11  faim  feer  BetUa»  oaivi  de  quel- 
ques jeunes  littérateurs  et  saraota  Norvégiens.  Son  premier  plan  avait  été  d'aller  d'abord 
à  Pari;*,  mais  il  l'abandonna  dans  la  suite  pour  profiter  de  la  compagnie  de  m%  nmi»  et 
compairiotes.  Dans  la  première  lettre  qu'il  m'adressa  de  Bcrliu,  il  se  félicite  d'avoir  pris 
la  nmto.  de  Berlla  aviat  celle  de  Parie»  ^aal  ea  la  caUabctleii  de  bire  à  Beitta  la  cea- 
■alMMace  de  Jfr.  CMIr,  dont  U  ne  calt  pai  aaaea  natar  Faccaeil  pidvenent  et  la  bkav^- 
laace.  Il  devint  bientàt  l'ami  intime  de  Mr.  CrelUs,  et  la  correspondance  qui  s'établit 
entre  eux,  dura  jusqu'à  sa  mort.  Ce  qui  contribua  d'abord  à  »»  cj'lt'liriti*  littéraire,  c'est 
le  journal  de  Mr.  CréUe  dont  le  premier  câbler  parut  pendant  le  séjour  à'Aiei  à  Bcrlia 
an  ceaiaieaeeaieBt  de  UM»  «t  doat  dcrlat  an  dcc  caUcbantaBn  lea  plaa  actib,  ahc- 
faa  ccUer  eoateaaal  aa  «a  dcax  de  ecc  Irellée,  lecqaelc  à  iear  toar  aa  ceafarilNièreatfw 
peu  à  établir  la  réputation  bien  méritée  de  ce  journal. 

Vers  la  fin  de  ft'vricr  i!  riv\Hn  Btrlin  cl  aprî-«  s'i'tre  arrêté  par  intervalles  à  Lt-'ipsir, 
Friberg,  Dresde  et  Prague,  U  arriva  vers  la  mi-avril  à  Vienne.  Il  apporta  de  Mr.  CreUe 
des  lettres  de  recemmandation  pour  l&c  LittrMf  utBurg.  Vers  la  fin  dn  mok  de  mai 
U  tnitia  Vleaae,  traverea  lae  fcrti»  de  l'Itclia  et  de  la  Salace,  et  oirtva  aa  mIc  de  JaUlat 
à  Paris,  muai  de  lettrée  de  leceauMadatlen  de  Meê.  Littrow  et  CMI»  paar  Mn»  Bt»nmrd 
et  Hachette.  Il  y  fit  en  même  temps  la  coaacIceaBca  de  placleaii  authémUcleac,  panai 
lesquels  se  trouvait  rillimtrc  Mr.  Canehy. 

En  janvier  1827  U  quitta  Taris  pour  ae  rendre  à  Berlin,  d'où  il  alla  à  Copcahagae,  et 
de  là  fl  wtttn  k  Ghricttanla  aa  aieta  de  naL 
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11  déslnlt  «lors  obtenir  une  chaire  de  roatliëinatiquea  à  l'univertitë;  mais  comme 
fonlrertité  araît  d^jà  deux  profcaieurs  en  matb<imatiqiie«  et  que  le  goaTernement  ne  le 
tMkvait  |>tt  eoiiTenUe  d'en  HMimer  m  tr»taièae^  il  mte  mt»  pUw  Juqa'mlBgM,  kin- 
^■V»  l«f  MDftn  In  tacUiMi  de  Ur,  Bèiutem  pcidint  «mi  itoeoM  dana  ma  wjagt  cm 
Sibérie.  En  leptonlive  IBVT  on  le  nomine  flMMbxe  de  h  «acMlé  voyale  dct  teiceow  è 
Throndhjem. 

Depuis  aoa  retour  en  iVonrégc  il  poursuivit  lofaligablemeiit  «ea  rechereliea  aeienUfi- 
qnea,  et  pest-éire  qve,  nHeet  le  dernière  année  de  m  vie,  il  j  ait  traf  d*heti?ltd  el 
MlHUy  dtant  natanilaBHnt  aenftent  et  dnnia  caoalitalien  fUUe  et  aendhi&    Kn  dd- 

cembre  1828  au  fort  de  l'hlrer  11  entreprit  on  voyage  pour  lea  fonderies  de  fer  de  Flro- 
Uod  pris  d'Arendal,  oîi  se  trouvait  «lors  «■  fntiire  Mnd*"'  Kt-mp  (  à  présent  M^'  Ke9' 
kau).  Vers  la  ni^janvier  lë(2{>  il  y  tomba  malade,  et  malgré  ka  soini  prodlguëa  par  aa 
Ineëé  «t  p«  la  funOlc  de  1*  ndMn  {Mr.  S.  SàM  diait  alen  propitdiaira  deaditea 
fMderieB  de.  lérX  il  numnit  d^ne  pfetiale  le  •  aftH  aHld  depaia  trote  aMla*). 

Lea  tratanz  à* JIM  qui  commencèrent  à  fixer  l'attention  des  savant-^  Turent  d'dbetd 
«ion  in(^moire  sur  l'ïmpoBsibilîtë  de  la  rifiotittion  f^dnc-rale  dea  t'quatioiia  algébriques  qui 
passent  k  quatrième  degré  meotionné  plo»  kaut,  et  dont  le  mémoire  Ho,  II.  de  cette 
édition  n'est  qu'âne  nanvaile  rédaction  nvee  dea  développementa  nlteriema,  cl  enantte 
aee  recherche»  anr  lea  feneUmM  cUlptiqoea.  Bn  nênie  teapa  qne  neira  JM,  et  aena 
connaître  les  ouvrages  de  ce  damier,  Mr.  «fcceM  de  Koenigaberf  eoninienfe  è  tiaiter  la 
théorie  <!es  fonrlionN  fl!iiitif]iif«  Ainsi  une  rivalité  n'f'tfiblit  rMrp  rp<i  dfnx  rf'nîp?  «iipe- 
rieora  dans  kara  traitcfs  «ur  ieaditea  fonctions,  /ibei  ma  dit  que  lors  de  sou  séjour  à 
Paria  en  1828,  il  avait  déjà  achevé  la  partie  eaaentielle  dee  principes  qu'il  avançait  dana 
Inanité  a«r  cca  fenettana,  et  qnll  anratt  Irfcn  venin  remettre  la  pnUieatien  de  aet  déaen- 
Tcitca  Juaqa'à  ce  qu'il  en  eût  pn  aonipeaer  «ne  théorie  oonptMot  li  en  nttandani  JMK  Jii- 

toU  ne  s'était  roU  ^nr  mn»». 

Mr.  Crelle  dans  une  lettre,  adressée  è  M.  Abei  en  date  du  18  mai  1H28,  s'exprime 
comme  soit: 

*1>epnla  qnelqno  tempo  on  mannenee  à  appiéaier  vea  onwragca  de  plna  en  plna. 

JHr.  Am«  m'écrit  de  WL  Fetciahonrg  qn*3  en  a  été  nvL   Tofci  ee  qne  aféattt.JHr. 

Gau9ê  de  Goettingnc  qnr^  j'avais  i?*aieTncnt  prie*  de  tn'envejcr  quelque  chose  sur  les 
fonctions  elliptiques  dont  il  «  occupe,  comme  j'ai  appris,  plus  de  30  ans.  ""D'autres 
occupations  m'empêchent  pour  le  moment  de  rédiger  ces  recherches.  Mr.  Abel  m'a 
*prév«nn  an  molna  d*nn  tiera.  Il  vint  d'Huer  préelMiMnt  la  même  ronto  dont  Je  nia 
nrtl  en  IHK.  âfnd  Je  ne  m'étonne  nnllanicnt  de  ce  fan,  ponr  la  a^Jcnc  partie^  il 
en  nit  Tonn  anx  ménm  idnitala.  Camma'd'aincnia  déna  aa  dédnctian  U  a  tni 


*)  Un  Journal  françaU  dont  je  B«  ne  rappeHe  paa  le  litre,  m'cat  v«ia  ton»  l«»  yenx,  ot  Poe  a  rapporté 
'^a'  Abel  eat  mort  data  la  ttlaère.    Oa  voit  par  In  d^Uik  ci-deMoa  ^  ce  rapport  a'cat  pas 
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de  n^eitë  de  pt^ntftrttton  et  dVI<!gtnee,  Je  me  erels  ptr  cela  itiAme  diiipen»é  de  la 
r<<dnctioa  de  mes  propret  recberciic*.'"*   Cet  «rit  de  Mr.  Gauu  m'*  lait  aa  grand 

plaisir", 

wm  lettn  d«  10  MftciBbitt  USB  Jfr.  CMb  «Mumal^aa  I  wiW  b  MdmllM 
«ilraiile  4«  Lfgmàbws 

"Ce  que  TOKs  me  dHet  Al  jeune  iMr.  ^dM  est  abftolnment  conforme  à  lldtfe  que 
je  m'était  farm<->  de  *e»  ^runda  talcaa  en  pareonrant  le  cahier  de  votrr  journal  oh 
Mt  inaërë  aoa  charmaïkt  traité  sur  le»  foutioai  eliipUqnea.  Mr.  Paigêon  m'a  fait  par- 
"naUt  l^aande  pMiia  ta  aiiiar  vaai  lai  «viaa  aarojé  peu  éa  taaapa  apréo  que 
J'caa  fafn  coanraaiaatlan  d«  la  Mte  déM«Mvte  éa  JTr.  ^eM  par  la  Jonraal  é»  m-, 
Schumacher  et  par  aae  lettre  de  l'auteur.  Cea  productiona  de  deux  jeunes  «avaufl 
qui  m'c^taicnt  înconnns  juiqu'alors,  m'ont  donnf'  initsiit  «^'silmirution  tjne  de  «tati» faction. 
Je  via  par  là  qu«  aoua  différent  rapports  iU  avaient  chacun  de  ton  c6td  pi-rfi-ctionné 
cette  théorie  dont  je  m'occupaia  preaque  excluairement  depnla  plnideiirs  année*,  et 
jaa  tel  BiBdiéiBalielaaa  da  laaa  paja  avilaat  lagarléa  am  fadUMnacat** 
l4a  daaz  laltraa  «alviatea  da  Xafamlri  fbnt  caaate  valr  la  haala  aplalaa  fpa  aat 
illailia  laadidMltdMi  arait  adaplda  da  aalra  JM. 

Paria  le  25  octobre  ISM. 

'Hfaaaieiir,  J'ai  laen  at  lu  afva  baaaeaap  de  plaisir  la  lattia  fiirl  ttttaraaanta  que 
v«M  mVrai  adzaaaée  aa  data  da  S  da  aa  OMla.  Ja  wai  fOIcIta  Maa  aatdlahauMt 

dat  frauda  auccèa  que  vous  ares  obtanaa  dana  vos  travau  avr  la  tlkdorie  des  faaa» 

tions  elliptique*.  J'avais  déjà  connaissance  de8  beanx  mémoire*  qne  vous  arec  pub- 
liée dans  les  journaux  de  M.  M,  Crelle  et  Schumacher  i  les  nouveaux  détails  que  tour 
Toules  bien  me  donner  anr  la  suite  de  voa  recherches,  augmentent  encore,  s'il  eat 
paaaiUa,  lea  tiliaa  qaa  vaaa  avaa  aafaii  I  l'caltaM  daa  aavaaa  al  aaifavt  à  la 
■ileaBa.  Bn  tcadaat  Juttlae,  aamaia  Ja  la  data,  aa  aiirita  da  vaa  ddaaaiTartai»  Ja  aa 
puis  me  ddftMire  du  sentiment  d'orgueil  qui  m'associe  en  quelque  sorte  à  voa  tri- 
oropbpa  et  à  cent  de  votre  digne  «'nmlf,  .V.  Jaeobi,  pni«r]tie  c'cnt  en  grande  partie 
par  l'étude  de  mes  ouvrages  que  voua  avei  eu  occasion  l'un  et  l'autre  de  développer 
.les  graada  taleita  que  la  aatara  voa*  a  dépsrtia.  Daaa  aaa  da  aaa  darBltoaa  latttaa, 
jr.  JèeM  a'exprime  aa  aaa  tannaa  aur  wotn  mâmi$Sn  impatod  daaa  la  118  da 
Jaanial  de  M.  Schumacher: 

""Ce  n*  contient  une  dMnrfwfi  rijourenHe  des  théorèmes  de  Iransformatinn 
dont  le  ddfaat  s'était  fait  sentir  dans  mes  annoucei  snr  le  mdBM  abjet.    JUIe  ett 
«m  dêaftit  i»  nm  dbgat,  aa«HNa  «Ue  «et  ou-dnm»  4»  aiat  <r«»iaH#.** 
Ua  fatdi  «laa,  ajcprfaaé  ataa  taat  da  aaadenr,  art  aaaal  iMaanUa  favr  JT.  JIimM 
qaa  paof  vaaa.   Vaaa  aaïaa  aaaa  daata  dlgaaa  l'aa  da  Taulfa  par  la  Mlteaae  da  vaa 
aentimens  et  par  la  justice  que  vous  tous  rendrez  rï'cipror]ii<>Tnent, 

Je  voudrais  bien  Mnnslpur,  potivoir  voug  ojfrir  tiii  c \f inpUi re  (Je  mon  traiti-  dea 
fonctions  elliptiques  ea  deux  volamea  in  é*   qui  s  paru  en  januer  Itâl  et  qui  con- 
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liail  m  hm  mnAm  à»  ohain  qal  u  mmI  fm.  duM  Im  Bzm,      Cds.  taL  Mib 

It  dlincnltd  c«t  de  tous  faire  passer  cet  exemplaire  avec  8Ùrct<<.    Je  ne  totib  appren 
drai  rien  dana  cet  oiivnee;  c'est  an  contraire  sur  vous  dt  nx,  Mesaieur»,  que  je  compte 
pour  1  enrichir  de  beaucoup  de  décourertea  préci«asea  auxquelles  je  ne  ««rait  jamaiii 
panrenu  par  mea  propres  ttafwax  ;  w  J'irf  lUdat  im  iga  oh  le  travail  énlml  Um 
diffletle  am  wBêmt  impoMlUs. 

La  fin  de  TOtre  lettre  me  confond  par  la  géaétMté  que  vous  ares  su  donner  à  vos 
recherches  sur  les  fonctions  elliptirpip«,  f-t  même  «inr  Ach  fnnrtion*  compliquées. 
11  me  tarde  beaucoup  de  voir  lea  mt^lliodes  qui  vous  ont  conduit  à  de  «i  beaux  r^«nl- 
Ute;  Je  M  «■!■  si  Je  poomli  k»  «onprendre,  mifo  «e  qu'il  7  •  de  tir,  ^eit  que  je 
a*«l  ancaee  liée  4ea  BMgwaa  qaeveai  avei  pa  caqilojer  paar  valacM  de  paralIlM 
dilleaIWa.   <|uelle  téle  qae  ceUe  d*«a  JeMW  Nervd^al 

Dne  partie  de  ce  que  Tevi  dite»  tiir  lee  trwwfointitieai  m'est  déjl  connue,  et 

se  tronre  développée  dans  mon  premîcr  snppli'mcnt;  mais  dans  le  reste  la  Nplit'rc 
de  vos  cnnnai»<Maiice!i  CHt  beaucoup  plus  étendue  que  la  mieuue,  et  il  me  resterait 
surtout  à  éclaircir  ce  qui  concerue  le»  trau^formalionit  imaginaires,  SUT  quoi  j'attends 

aa  eiiTi^  de  SM  peg.  la  4»  qae  éalt  pabllcr  M,  JiuùU  et  dent  l'iaqnetdea  «et  dtfjl 
ce—eneée.  Peat-étre  a'étei  reat  pet  k  pert^  ladnteaaat  de  pmhller  vm  eeaikfaAIe 

ouvra^  qui  centteaae  l'enseroble  de  vos  d<<couverte8;  il  nous  intéresserait  beaucoup, 
Monsieur.  J'aspire  qiic  VOUS  nous  en  dédomagercz  par  de  noiirelleR  publications  dans 
les  Journaux  de  Mrs.  Crelie  et  Schumacher^  en  donnant  la  démonstration  de  vet 
thderèiBet. 

Il  7  •  an  peint  trie  intérenant  k  aie«  Tenx  eà  Teae  ae  eenklea  pae  veaeaoeor» 

der  entièrement  arec  ÉL  JàcoU,  Dana  le  eu  oi  u  est  an  nombre  premier,  M.  Jacohi 
dit  t\\\p  ['équation  modulaire  entre  ce  que  vons  appelés  c,  et  c  est  du  degré  n+I,  et 
il  donue  pag.  IttS  du  S  Vol  de  M.  CrelUy  l'expression  en  aérie  des  racines  dont 
deax  aeatvéellea  et  lea  si~l  entres  inagfnairea.  Cdn  aeaAfe  «"neeeider  avec  lea  rd- 
aaltata  cennna  penr  kaeesdeiisletMssft,  ek  l'dqaatlea  deat  fl  ^eglt  eet  dn 
4"*  et  du  degré.  Vous,  Monsieur,  Vous  annoncez  que  le  nonibre  dca  wedalee 
e*t  six  fois  [ilus  grand.  Il  y  aurait  donc  36  m<"1iilfM  A:\^^-<  !p  rni  n^5,  et  ce- 
pendant l't'quation  modulaire  n'est  que  du  ti""'  de^re.  C'est  une  difTicullé  qtie  je  vous 
soumets  et  sur  laquelle  je  vous  demandrais  deux  mots  d'éclaircissemens,  quand  vous 
aans  eeeaaiea  dn  ai'dcrlre,  oa  qae  Teaa  paaizlca  laaAtr  dan*  la  pnwlinfai  mâaelie 
qne  Teaa  dcatlnca  aa  Jeamal  de  Jf.  CIrelfe. 

âgiden,  Menaleur,  l'expieaalnn  de  mea  aentimena  ka  pina  distingués". 

L9  ffenifre. 

Pfeils  It  U  Jansiar  m». 
"Monatear,  J*ei  icmia  k  la  maleea  BéhAùH^  qne  veaa  m'avan  ladt^nda,  an  «ccm- 
plaire  de  mea  tnttd  qa'dle  l'eat  dmgte  de  iwnt  InBfmeHn  atee  le  praatar  lappld- 
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■cBt  qol  onuMiMW  le  Imm  III;  U  «rt  «n  iMte  mfatoiiMl,  et  m  tntee  pee  k 
parraeir.   Je  veu  l*oflire  eenuM  mm  heonueie  Uee  dA  à  vei  tnma;  Ils  ^euttcNt 
beaucoup  de  ftix  «w  nieM,  «erteet  lenqne  J^innl  pm  «t  ftlre  eutceriiiieinrtiediH 

les  aiitret  f<(rp{>Mniena  que  Je  mi^  |irn)in>ie  de.  pnhiîer  •ucceRai^ement,  r!  le  ctel  m'ac- 
corde encore  quelques  années  d  existeucts.  J'ai  trouvé  dans  votre  lettre  du  2&  ao- 
venitire  lievaceap  de  «hews  qui  m'intdieewat  ee  plu  Iwet  degré,  «1  dent  «ne  ptrtie 
«e  tmve  d^  ioeéide  duM  le  Jeurarf  de  Mr.  CMb.  Veei  y  ddt elep pes  d'une  ma- 
Btère  très  aatitfalaante  et  trè«  générale  la  question  du  needm  dee  aiednles  dans  les- 
quels peut  être  transformé  mi  modult-,  sur  laquelle  je  v«««  arais  demandé  des  cclaîr 
cissemcns.  Mais  le  mémoire  imprimé  sous  ie  n<>  30  ayant  pour  titre  Jtmnarguetmr 
fMtquiu  propriété  gémindm  ete»*)  vepmtt  vitrpatser  t9«t  ce  fue  reoi  tittM  pabtid 
Joiqe'à  préwet  par  h  prefeedeor  de  l'aeilyee  qat  y  fhf/Êt,  liaei  qee  ptr  le  beeatd 
et  le  frfndraliu'  de»  réMultits.  Ce  mémoire  occupe  peu  de  place,  mais  il  contient 
i)n  i^rand  nombre  de  clioses;  il  est  rédigé  on  gt'iu'ral  avec  beaucoup  d'élégance  et  de 
coucixion;  s'il  eût  pu  être  plus  développé,  j'aurais  préféré  que  tous  eussiez  suivi  nn 
ordre  inrene  en  finlneet  per  les  cas  les  plus  généraux.  Quel  qn*tl  et  eelt  Je  ne 
pdt  qae  treni  fiâtelter  d'aveir  entreprie  de  TelDCTe  de  pereUIca  difflenltdi  et  eertent 
d'7  arehr  ai  bien  lënaai;  car  quoique  Je  n'aie  paa  pu  ne  lltrer  au  trarall  udccMalre 

pour  v!'riftiT  ♦oti''  vrts  rt'sultats,  d'autant  qn'im  pareil  Irarail  surpasse  le*  forces  d'un 
vieillard  prenqu  octogt'naire,  ce^icndaut  Je  les  ai  asaca  examinés  pour  être  persuadé 
qu'ils  sont  parfaitement  exacts. 

Llartlde  de  velve  lettre  ob  vena  ne  cennuntqnci  qnetqeea  rAnltat»  de  vee  i«- 
Aetehea  anr  le  d^eppenent  de  le  feeetlea  larene  \g  en  aMe,  à  rdde  dee  dewt 
fonctions  çj  et /x  dont  vous  faites  connaître  plusieurs  belles  propriétés;  rct  article 
dis  je,  n  Hf'Tiiicoup  fie  rapport  arec  ce  que  M.  Jacobi  a  publié  sur  les  fonctions  qu'il 
appelle  «(y,  jJ,  JJ{q,s)  (voy.  le  «•  Ï7  du  journal  de  iW.  Schumacher  ui  1S2B),  et 
qnl  lai  eat  aerri  à  aenmer  d'une  maaiëre  fart  étdgaaie,  ua  ftaad  uembce  de  adrles. 
Au  niBTen  de  le  Ibnetleu  6(ft'>,  M.  JlneeM  eat  ptnrcne  k  eiprinwr  per  nne  femule 

très  abnple  la  fenetlen  de  trolsfënie  espèce   r. -•     — r: —  ^ont  le  pa- 

'  (l — ilr*8iu«a  sin«ç)A© 

rametre  — i*.Ma*a,  se  rapporte  4  la  iurmc  que  j'si  appelée  logarithmique,  en  opposition 
è  l^entre  fenae  cet*a  en  ^l+l'^tln'a  que  J'ai  nonnée  efrcnrfii^^e.  Ataal  lea  feno- 
tieae  de  la  tioiilèaie  eapèce  h  peranetre  legailthailqiie,  aeat  auaeepttblea  d*dtre  rë- 

dnites  en  tables,  comme  les  fonctions  de  la  1'*  et  de  la  2'*  espèce,  puisqu'elles  ne 
dépendent  que  de  la  fonction  B(q,  x)  k  deux  qnantttt'îi  sentemcnt.  Ce  résuttat  de 
M.  Jaeobiy  me  parait  une  découverte  majeure  dans  la  tJiéorie  des  fonctions  elliptiques 
de  la  tceMbne  eqpèee  aarleat  ai  on  pouvait  ea  trevrer  ua  aemblable  pour  Ica  eatrea 
AocHeae  de  cette  eapèee  à  peraaictre  dnalalre.  Jf.  JàeoU  a  araned  que  h  chaae 
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^Uft  possible,  malt  quand  J'ai  voalu  faire  ie  calcnJ,  c'e*Ui-dire  anppoier  a  on  x  ima- 
{înaire  dan»  k  quantité  ^-iog-—^ — j'ai  vu  que  j  t-titiii  conduit  inéTitablement  à 

une  fonction  de  trois  quantités.  En  effet  Of>t  uue  règle  j^^nérale  dans  l'analyse 
que  si  dau»  une  fonction  de  plusieurs  quantités  rcdies  tous  mettes  l'imaginaire 
r(8«it-l-/— 1^1%  k  b  plaoe  d'aM  dei  TuisUc*  *■  4MHiite>tM  tehfMction,  votre 
Ibnetioii  CMltaulra  «b  éUmWt  ie  pivs.  Le  eilral  deat  Je  viene  de  perler,  n'a  deec 

pee  lempli  mon  bat,  ni  celui  qne  M.  Jacobi  enttOnçait;  j'en  ai  pu  (seulement  tirer 
avir  nsse«  de  facilitt-  le*  tlirnrfmfv  de  transformation,  et  lex  fvpreisions  de  la  fonc- 
tion complète  que  j'avais  précédemment  données  daus  ie  cliap.  XXlil  de  mon  traita 
Tml  I. 

Haie  de  U  MM  vae  dUneallë  eur  le  dhitieii  gëednie  dee  feaetieM  elUptlfaee. 

Admettrons-nous  cette  diiféreiice  doerae  eotfe  les  fonctions  de  S"«  espèce  à  pare- 
mctre  logarithmique  et  les  fonctions  à  paramètre  circulaire,  sa»oir  qtif  Ips  premièreu 
peuvent  s'exprimer  par  une  fouctian  de  deux  variablea,  facilement  réductible  en  table, 
et  que  les  antres  ne  le  peuvent  pas  ?  Il  y  aurait  donc  par  le  fait  quatre  espèces  de 
fiaetiene  dliptifeee  eu  Itcit  de  traie,  et  la  qeatrièaw  eeieit  M»  plaa  cospeede  qae 
la  tooiettaie.  C!*cet  na  peint  adrlte  d*4tre  exaaiad  et  nie  aa  clair.  Je  la  ftaaia- 
Oiaade  i  votre  inrrNt!«ration  et  à  celle  de  M.  Jncobi. 

VotJM  m'annoncez.  IMontieur,  nn  trî-s  beau  Ira» ail  «iir  le.-t  équations  algébriques, 
qui  a  pour  objet  de  donner  la  résolution  de  toute  équation  numérique  proposée,  lors- 
qu'elle pent  être  développée  ea  radiean,  al  de  ddderer  iaaeleUe  eeve  ce  nppett, 
taata  dquatiea  qaJ  aa  aitleferBlt  paa  ami  cenditleaa  eilgdeit  d'eà  idealta  ceanae  een- 
séqnence  nécessaire  que  la  résolution  générale  des  équations  an  deli  du  quatrième 
degré,  est  impossible.  Je  vous  invite  à  publier  le  plutôt  qne  vnuz  pourrez,  cette 
aoavelle  théorie;  elle  vons  fera  beaucoup  d'houucur,  et  sera  généraicmeot  regardée 
caHan  la  pins  grande  déeevfevte  qni  raalatt  à  Cdre  deaa  l'analjae. 

Adieu,  Maaaienr,  «•«  ttea  henrcnx  par  vee  aaaeka,  dana  lea  ekjete  de  vee  tn- 
▼aaz.  Je  déaire  que  vous  le  soycs  encore  par  une  position  aealilej  qui  Taiia  permatle 
de  vana  Umr  tout  ealler  aux  iaaplntjona  de  vetre  génie, 

t  Votre  dévoué  serviteur 

P.  S.  J'ai  reçu  11  y  a  quelque  fempa  une  lettre  de  JL  J^miaUt  dana  iaqadle 

il  nie  marque  que  le  roini«tre  de  l'iastitution  publique  i  Berlin  a  reçu  du  roi  l'antori- 
aation  de  former  un  »éminitirf  ]>our  i'c'tiule  des  liantes  mathématiques  et  de  la  pl^at- 
que,  dans  lequel  vous  seres  appelé  comme  professeur  avec  JU.  Jacobi." 
Mr,  Grufb  a  fait  aa  nderolafe  d'^e^  qoi  est  inaërd  daaa  le  4f»  vataBa  de  aen 
Jaataal  de  malliëBntlqaee  daat  vaiel  le  in: 

"J^aveia  déjà  depaie  laag^eaipc  caBjn  le  prejat  du  prëaeut  Jeumal,  naia  ce  qoi 
■M  dëeide  à  le  mettre  ea  aiéeutleiH  ee  Ait  aartant  Ifnipartaace  dea  noinbreax  aë- 
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MiiM  d<fà  fïïéfwtét  p«r  A&-.  AM,  qui  MHMtit  à  l«ur  fmlHttliM,  et  ««II*  4m 
•ttvracM  ie  JÊr.  SMn»^  ë«puJfl  aëU  et  <rèt  dbtbgié  MHibmtnir  pMnr  h»  pramten 
iMna  qmi  «ut  pirn  de  ce  journal.  C'est  alail  eo  partie  à  Mr.  Abel  qu'il  doit  sou 
«x!$t(>ncp.    n  en  eit  resté  jaaqu'à  ■>  fin  un       «olUbontean  le*  plu  Miuliia  et  le* 

plus  fidèles. 

Lee-  ■nfoiolMi  drat  11  e  «■rleU  ee  Jeainal,  et  (|uel(iaM  ratoei  lite  bipeftaoe, 
liuérëi  dans  le  Jennial  d'ietremade  de  Jlr.  9akummi/Ury  eteil  ^e  ccu  qe'll  •  pié- 
fenlée  à  l'aeidéiBle  royile  de  Perie»  piMTeat  qm  ce  Jeune  géomètre  était  'deed  é'an 

talent  rraiment  supérieur,  et  que  la  perte,  qee  lea  mathématique*  Tiennent  d'éprou- 
ver par  »a  mort,  e«t  très  fraade  et  d'autant  pioa  d^loraUe  qu'il  cenoieaçait  à  peine 
sa  carrière. 

Teoa  lea  tnveu  de  Mr.  JM  pefteat  l'eMpielato  d'tae  «afadtd  et  d'me  forée 
de  tête  extraordinaire  et  aonvent  vraiment  étemule,  Bême  aaaa  considérer  la  jen- 

nesge  de  lautiur.  Il  ju'iK'frait,  pour  ainsi  «Hit,  n'Mi'ctil  jiî-.fpi'm!  font)  i!e«  choses, 
avec  une  force  qui  semblait  irréviiitible,  les  »ai«itsait  avec  une  (facrgic  si  extraordinaire, 
il  les  pretiail  de  jti  haut  et  s'élevait  tellement  au  dessus  de  leur  état  actuel,  que  les 
difiealtéi  aenUaileet  a'ëfiiMMttr  derant  le  pubeanoe  vleCortenae  de  aen  féole.  St  i*ea 
le  nppèle  le  aémire  Ina^vë  dana  le  premier  i«aw  de  ce  feenial  «or  PlmpeaBUiilli^ 
de  résoudre  algébriquement  les  équations  de  dcgré«  supérieurs  au  qnatri^me,  sca  tra- 
vaux sur  les  fonction»!  elliptlquen,  ^on  rai'moire  sur  quelques  proprit'i!'*  ei'nt'rales  d'une 
certaine  sorte  de  fonctions  transcendautes  (tome  III.)  etc.  toua  ouvrages  par  lesquels 
Il  a  cflbetlveMent  recaU  lea  bernée  de  l'anaijae:  en  trearera  qne  naaa  n'en  avcoa  paa 
tfep  dit.  âiiaat  lea  talena  estmardtaaifea  de  Mr.  eat  Ha  tftd  recanana  gdadiale- 
ment  dans  lea  derniers  temps,  et  certes,  s'il  eût  été  contemparain  de  Newton,  celui-ci 
aui'ait  dit  de  lui  ce  qu'il  disait  de  Cote*:  "s'il  arait  vécti  pln^  loiig-tenTp<i,  nnn9  nnrions 
pn  apprendre  encore  beaucoup  de  lui."  Les  géomètres  les  plus  distingués  de  notre 
temps,  parmi  lesqneb  tl  wlRt  4e  neaiiner  JCr.  XtfaMdSr»,  ce  tfgne  Tâdran,  antenr  dé 
la  thdorle  4eB  feactlMia  eUlpIlqaes,  eat  apptëelé  4galenMnt  Hr.  Mel^  en  alieaarant 
par  là  antant  eux  mêmes  que  leur  jeune  protégé. 

Il  est  remarquable  que  ->f/  7  et  Mr.  Janihi  tic  KBrn'^Hh^rg,  cet  antre  jeune 
géomètre  d'un  talent  extraordinaire,  ont  toujours  marché  également  et  comme  de  firont 
dana  Icaia  redkerdwa  aar  lea  fanctiena  elliptiques,  aaaa  cependant  ae  cenaallre  fan 
l'antre  nen  plia  quelenn  tiaraux,  eteena  ae  reneenivar  al  ae  tendkerdana  lear  route. 

ÈL  JÊb^  de  retour  4aaa  aa  patrie,  n'y  trouva  pas  d'abord  un  emploi  conrenablet 
cenfifwt  que  pen  de  tenn»s  avant  sa  mort  qu'il  jouît  d'appointrnien!i  fives.  Mais  aussitôt 
qne  la  réputation  de  son  talent  et  du  ses  mérites  dans  les  mathématiques  eurent  percé, 
en  vtt  lea  banMes  qui  aiment  lea  aeieneea  et  qai  aent  à  m^e  de  les  protéger,  a'in- 
tdreaaer  è  aaa  aert.  Le  gonTememant  pmaaien,  attentif  à  tant  ee  qai  peat  ftire 
preapérer  connaissances  utiles,  et  avancer  les  sciences,  songeait  è  atilicr  Mr.  AM 
è  aen  aerdaet  4ana  le  eaa  eii  cdoi-ci  reniait  4ésint.    Bn  aitee  tempe  pinaieara 
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Bwaibres  de  r«eadéiaie  r«;«le  de«  scieoces  de  Paris  «'adrenteent  Roi  de  Suède, 
pour  l'eagager  à  «ppatnr  k  Steakhaln,  frit  de  l^nMérii,  oai  htmmt  dittiafaé.  Le 
«MTCtMMBt  de  PtaMC  «Bdeato  la  |ii«iiilar  te  d'ttnëUnw  le  iMt  «•  Jb'.vM 
J'avaii  ëtd  chwgë  de  mMattruire  d'avance  ai  Mr.  JÊM  MMptenlt  une  place  à  Berlia, 

dniis  cï!*  où  elle  luî  serait  offerte;  et  sur  aa  rëponae  afnrniaCivp,  Moniteignenr  le 
minisire  du  culte  et  de  riBstrucUoo  publique  à  Berlin  avait  résolu  de  lui  €iiiroyer  une 
iurltatlM  heumUa.  TvniB  l'endie  drëitrli»  ■>  feaae  géomfetre  préalaUement,  que 
cette  intUalloii  tftail  prtto  à  partb.  J'ddwrte  «et  erdre  I  l'ftenre  isém.  Mtfe  ml- 
heurenaement  il  était  déjà  trop  tvd.  liB  kttre  arriru  pe«  de  Jeun  i|trte  M  WtXi, 
Un  trninil  înfaf j:;ab!e,  foint  aux  iioiicîi  que  lui  avait  lonj-tcmp'»  «Innnf's  l'incertitude 
de  son  avenir,  avalent  tniué  8»  sauté  dtUicate;  il  était  tombé  malade  a  ia  camiJ  ia^e  où  il 
ae  trouvait  alors;  son  indlapositiou  tourna  en  une  pulmonie,  qui  dégénéra  eu  phtisie 
etltti eeile  le  vie.  leeae  le  nwrrclle  ]n«efse  le  ntoejenr  eft  llnfttetleD  ftite  I 
Mr.  JM  veeatt  d'étie  «cpddMe.  J'en  lie  mm  nff ert.  Le  digne  nlBlflfe,  fal  pro- 
tège et  fait  pro!tp('rcr  les  sciences  dans  notre  pajR  arec  un  sèle  et  une  ardeur  ae 
de«t<ii«  d»"  tnnt  l'Inîf.  exprima  «c»  vifs  regret*  de  cette  perte  prématurée,  en  m'écri- 
Taat    qu  il  arait  eu  effectii  ement  le  demein  d'appeler  Mr.  ^bei  à  Berlin,  pour  lui 

•efilr  me  cerrière  iMmereUe  prbi  de  hiniTentté,  en  loi  eoeefdiet  dee  epfteieteneae 
ceRTCneUee  et  lea  Mi  de  TegptgB}  <peû  zegtetiitt  d*emtut  pl««  de  relr  eea  deiedii 
dekeeé,  qu'il  avait  vivement  désiré  l'admission  de  Mr.  j4bet  au  service  de  Fmaei  à 
cause  des  frande»  e«j!«!r«nce8  que  ses  rares  talena  avaient  déjà  données." 

Mais  ce  ne  août  pas  les  grands  talens  seuls  de  Mr.  Abel  qui  le  rendaient  si  re- 
ipeeteUe  et  qel  Ibrent  teijeaie  tegiettcr  sa  perte.  Il  était  égaleneet  distingué  par 
le  pnieté  et  le  aetleeee  de  «en  caiedèjre,  et  per  une  tme  medeaile  foI  le  lendilt 
aussi  aimable,  que  son  génie  était  extraordinaire.  La  jalousie  du  mérite  d'autmS  lui 
était  tout  à  fait  étrangère.  Il  était  bien  éloi|rné  de  cette  avidité  d'argent  ou  de  titre», 
ee  même  de  renommée,  qui  porte  souvent  i  abuser  de  la  science  en  en  faisant  un 
■ejen  de  pertenir.  Il  appréciait  trop  btee  la  valeat  de*  *drittfi  niUlmes  qu'il  eker- 
diett,  peur  le»  aiettre  à  ne  prix  d  bas.  Il  treevalt  le  tdeeaipcaee  de  ee*  eflbvti  ètoM 
leur  résultat  même.  H  se  réjoTtUsalt  presque  i^cneet  d'eue  nouvelle  découverte, 
soit  quelle  eût  été  failf*  1  ar  lui  ou  par  un  antre.  Les  moyens  de  se  faire  valoir  lui 
étaient  iocoonus:  il  ne  faisait  rien  pour  lui-même,  mai*  tout  pour  sa  science  chérie. 
Tout  ce  qui  k  été  fait  pour  lui,  piûvleot  uniquement  de  a^  amis,  sans  la  moindre 
-  ceepdietiee  de  «e  part,  Fent-itfe  eae  telle  Imeaclance  cat-cire  an  pen  ddplacde  dan* 
le  aeade.   Il  e  aacrfflé  ta  vie  peer  ie  idencc,  sana  songer  à  w  piopre  ceaaervetion. 

Maïs  pfr«!Onnf  ne  (l?r!i  fpriMi  (el  «inerifire  sf)T(  nir)m<!  tlirne  moîiix  généreux  que  ce- 
lui qu'on  fait  pour  tout  autre  grand  et  noble  objet,  et  auquel  ou  n'héstite  pa»  d'acror- 
der  les  pins  grands  bonnenra.  Gloire  donc  à  la  mémoire  de  cet  homme  égaiemeut 
Astlagnd  par  let  taleai  lea  plea  citnerdiBairea  et  par  la  paret?  de  «te  ««ractète, 
d'as  de  eea  élrae  rarea,  q««  la  natare  pradalt  à  pelae  ane  fait  daaa  aa  alèeler*} 
Baille  la  S»  Jai»  lO».  CfUt» 
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Met  fat  «ataiié  près  de  l'église  de  Frolud.  Pluiean  de  te»  mit  el  de  «ee  «dni- 
hd  flfeat  érlgsr  m  iMmneBt  «a  ftr  de  fDote.  Aprti  n  mut  b  fMaitle  én  é$- 
ftwt  idÉut  eue  lettre  de  linititvt  de  FiMMe  qee  veldt 

"Institut  de  Franpp 
Académie  Rojile  de  •cieaoei. 

PMi»  le  U  JiUM  MM. 

Le  iKidlaira  peifdteal  de  l'Ae^diiie. 

A  la  famille  reprdieBtnt  M*,  jtttl^  eifiet  mathématiclea  de  Cbri«U«ite. 

Mes'jiriirv,  jp  m'pmpre'?He  de  vona  annoncer  que  l'acsdf'mie  rinalp  ricK  <;cifncf"«. 
daaH  su  séance  publique  du  2I>  du  courant,  di!cernera  soleuneltemenl  noa  grand  priv 
de  authëjiittiiiuea.  Ce  prix  de  la  valeur  do  30CN)  frauca  a  «!të  parUfé  entre  feu  M. 
Mri  et  M.  JaaMt  |trtffeMem  de  imathéeullqeee  I  Keeuiftbeif . 

Je  ialib  atee  eipieiiemeet  oetle  eeeMleB  de  TOee  tdmdgMr,  llMilcmM,  iea 
fftb  regreta  que  la  perte  de  votre  illustre  parent  a  fait  éprouver  à  l'académie. 

J'ai  l'honneur  de  vous  prt'venir  que  vous  pourre»  faire  recevoir  la  somine  de 
^eiaxe  ceata  francs  an  secrëtariai  de  l'inatitat;  elle  sera  remise  à  la  penoaue  munie 
de  vos  pottvoin,  et  eetofiede  rafleauent  à  algeer  le  qeltiuiae. 

Agrées,  Meeeleen»  l'eaaunace  de  an  eeodddiiitieii  le  plw  dMiegaée. 

.  /  a  g  0." 

Leedltii  1500  francs  furent  acceptés  avee  leceaeiiiNMe  de  ae  liueiUe  e'cat-à-diie  de 

Hs  mère,  d'une  soeur  et  de  pluaienra  frère*.  « 
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Rmàetdt»  iêê  fmuHtmi  é»  deujr  quaniUéi  vatUUêt  mâipêtiàtiaâÊ  x  wt  yi 
HOes  que  fictif)*  qui  Mi  la  propriété  que  f{z^  f{x,  tf))  «ff  fancUtn 

tyméfrique  de  z,  Xj  e<  y. 


Ton  désigne  p.  ex.  Im  fonctioas  x  -{-  y  et  xy  par  f(x,  y),  on  a  pow  It 
première  f(z,  f{x,  j/))  =  z-\-  f(x,  y)  =  ;  4-  *  4-  y  et  pour  la  tecrade 
f{z,  f{x,  y))  =  z .  f^,  y)  s  xxy,  La  foaeUoa  ({x»  y)  a  dooe  daaa  Tan  et  l'antie 
eaa  la  propriété  reaaarqnable  que  fÇz»  f(x,  y))  eat  une  feaetloa  aywétri^e  4ea 
trois  variablea  indépendeatea  z,  x  et  y.  Je  Tala  chereher  dans  ce  néBeiro  la 
fimae  géatode  des  fencUooa»  jouissent  de  eette  prepriélé. 
*  L'éqaation  fondamentale  est  celle-ci: 

I.  f{Xj  y))  =  une  fonction  symétrique  de  j-,  y  èt 

Hnc  fonction  symétriqap  ri'sfc  la  même  lorsqu'on  y  ^chançc  entre  elles 
d  [in(  iiinnit-rr  quelconque  les  quantités  variables  dont  elle  dépend.    On  a  donc 
équationb  suivantes: 

A^.  A^.  y))  =  Ai/. /I 

A«>/l«*y))  =  /'(y'A^.^))- 
La  j^BÛère  équation  ne  peut  avoir  lien  à  moin  qu'on  n*ait 

f(x,9)  =  f(if,x) 

e*eat<4<4ira  f(x,  y)  doit  être  une  fonction  symétrique  de  x  et  y*  Par  eette 
rainm  les  équations  (2.)  se  réduisent  aux  deux  suivantes: 

5  |/"(^,/Tx,y))  =  /'(x,Ay,*))  , 

Soit  pour  abréger  f\xj  y)  =     /(y.  :)  =  /•,  flz,  x)  =*;  on  aura 
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En  différentiaiit  BaceeMfvement  par  rapport  k     y,  z,  oa  ans 

/.w.a)=m.(^). 

S!  l'on  nuiUtplie  ces  équations  nu-mbrr  par  menbre  et  lUriM  les  produits  par 

obtiendra  cette  équation 

(^)-(fM^)=(^)-(f)-(ï) 


Si  rim  ftif  z  iKmiûiëy        :  (j^J-^  se  réduira  à  m»  fonction  de  y  Mvle. 
Soit  9  (y)  cette  fonction,  on  aura  donc  en  même  temps         :         =  ^(x); 
car  «  est  In  même  fonction  de  t  et  «  qne  «  de  2  et  y. 
Done 

Un  en  tirei^a»  en  intégrant,  la  valoiir  générale  de  r, 

r=i%jj  (Jif'X  .  dx  -^Jif  y  .  dy) 
V  étant  une  fonction  arbitraire.   En  écrivant  pour  abréger  (fx  pour  fyxdx  et 
pour  ftfydy^  on  ann 

7.  i'  =  y(g»ar  +  ç)y),  on  /"(x.y)  =  f  (f»  +  vy)• 
Voila  donc  la  forme,  que  doit  avoir  la  fonction  cherchée.  Mais  elle  ne  pent 
pas  dans  tonte  sa  gàiénlito  satisMre  A  reqnation  (4.).  En  effet  réqjdatioa 
^  lonne  la  forme  de  la  fonction  f{x,  y),  est  beaneonp  pins  géndrale  ipie 
réfuation  (k},  h  laqnellè  elle  doit  satisfoke.  Il  s*agit  donc  des  restrictions 
autqoelleo  réqnstion  générale  est  assujettie. 
On  n  f{t,  r)  sss  ip  (92  -f.  yr). 

Or      r=^(ç«-f  9)y),    donc /(«^ r)  =  i|r (92  +  9^ (9«  +  qiy)) . 
Cette  expression  doit  être  Kymétrrqnc  par  rapport  à  j-,  ^  et  z.    Donc  ÇZ*^ 
VViV* "h 93f)  =  'fi*  +  9^  (V9     9*)'         9Zs^0  et  9iy  =  0»  «n  ann 
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9»f  VV  (0)  =  f*  H- «  * 

(I»)  + 

En  désignuit  done  par^j  la  fouctioD  inverse  ie  cdk»  exprinée  par  «>  de  «nte  fw 

=  , 

on  troofwa 

V  (p)  =  Vt  + 
Le  forme  géoérale  de  la  fonction  cbercbée  f{Xj  y)  aéra  doie 

A'>  y)  =  Vt  0-  -h  7^:  -f  ffyh 
et  cette  fonction  a  en  effet  la  |Hropriété  dcnaBdée. 
On  tire  de  là 

on  en  mettant  ux  —  r  à  la  place  de  ff<x  et  jiar  eonscqucnt  —  c  à  la  place 
de  <fif  et  tf»(/(j.-,y))  — c  à  la  place  de  q  (f{x,  y)). 

Cela  doue  le  diéorèaie  ndvaat: 

Loraqo*  «ne  foaetion  f{s,  y)  de  deux  quantités  vaxiablea  ind^endentes  * 
et  y  e  k  propriété  tpm  f{t,f{?s»y))  ost  «ne  fonction  sjmétrlqne  de  ar,  y  et 
il  7  ann  tonjonra  one  fomstim  ^  poor  laipelle  on  a 

La  IbneHoB  /(««y)  étant  donnée  on  tnravera  aisén^nt  la  fonetton  yur.  En  eist 
on  ann  «i  dUTérantiant  Té^naUon  cindeosna  sniranl  *  et  snfenuit  y,  et  ftlsant 
ponr  abréger  f^,jf)=sri 

V(r).(^)  =  v'y. 

donc  en  dliainant  ^^{r), 

(^)-^w=(ê)**- 

d'oà 


a) 


MoltipUant  donc  par  dx  et  wtégraat,  on  aura 
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«m  patafne  la  qautité  ^  est  mp|MMiée  constntc^ 

f«ssra  log  (<»). 
Cela  donne  iQf       log        1P  (ay)  =  «  los  («««y)î 
on  doit  donc  avoir  :  «  log  («qr)  =  a  log  (car)  •j^  «  log  (cy); 
00  «pi  a  offectivraent  lien  pour  e=  1. 


Pami]Hrocédé  oemblablo  a«  précédent  00  peut  ainsi  tronver  des  fonetîoiis 
de  deux  quantités  variables,  qui  satisfont  à  des  équations  données  à  troto  varia- 
bles. Savoir  on  peut  par  des  différi-ntiations  successives  par  mpjHirt  aax  dif- 
férentes quantités  variables  trouver  des  équatious,  desquelles  ou  peut  éliminer 
autant  de  fonctions  inconniies;  qu'on  voudrn,  jnsqxr  \\  ce  qu'on  est  parvenu  à  une 
équation  qui  n«*  cnnticnt  qu'une  seule  fonction  inconnue.  Cette  équation  sera 
une  équation  différcnticllp  partielle  h  deux  variables  imlépendenles.  L'expres- 
sion, que  donne  cette  équation,  cuutieudra  donc  un  certain  nombre  de  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  quantité  variable.  Lorsque  les  ibnctious  iuconuues 
trouvées  de  cette  manière  seront  snbstitnées  dans  T  équation  donnée,  on  trVm- 
vem  «ne  équation  entre  plusieurs  fonctions  d'une  seule  quantité  variable.  Pour 
trouver  ecs  fonetions  on  doit  dlfférentier  de  nouveau  et  on  parviendm  par  là  i 
des  équations  différentielleB  ordinaires»  desquelles  on  tiouvem  les  fiMMStioM» 
qui  ne  sont  plus  arbitrureo.  De  cette  amière  on  tronvem  In  forme  de  tontes 
les  fonctions  Inconnue^  &  moins  qu'il  ne  sidt  impossible  de  latisfidre  à  l'éqoa^ 
tion  donnée. 


\ 
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JIMmtmêirëtim  dis  fà^MMiMKïtf  de  ht  rétobtUem  algébrique  des  équÊStkm 
ginéniUs  qui  passent  le  qnatrième  degré 


C^a  pent»  comme  on  sait,  résoodre  les  équations  générales  jasrfu'aa  quitritae . 
degré,  mais  les  éqoatioaiï  d'im  degré  plus  ékné  sratement  dans  des  cas  parti- 
mliers,  et,  sï  jo  ne  me  trompe,  OB  b's  ]ias  ettcwe  répondu  d'osé  naalèfe 

satisfaisant)»  à  In  rpipslion: 

'Est-il  possih1<    !<  it  i^oudre  eu  général  les  équations  algébriques,  qui 
"passent  le  quatriniic  (l«>ifr(''?"  , 
Ce  mémoire  a  pour  but  de  ri'poudre  à  cette  question. 

Résoudre  algébriquement  tme  équation  ne  veut  dire  antre  chose,  que  d'ex-  - 
primer  ses  raeines  par  des  fonctions  algébriques  des  coeflieieas.  D'abenl  11 
faut  donc  considérer  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques,  et  chercber 
cnsnit^  s'il  est  possible  de  satisfaire  b  l'éqaatijvn  donnée  en  mettant  Fexpren- 
sion  d'une  fonction  algébrique  an  Uen  de  Fineonmi. 

9 

f  L 

Sut  far  formr  géaAwh  de$  JbneNhn»  atgAriqun» 

Soient  ^r*,  a:*,  jr* . . .  un  nombre  fini  de  quantités  quelconques.  On  dit  que 
«  est  une  fonction  algébrique  de  ces  quantités,  s'il  est  possible  d'teprnner  v 
en  x',  .  ft  raide  des  opérations  suivantes.    1.  psr  reddition;    2.  pnr 

la  amitipllcation  soit  des  quantités  dépendentes  de  j^,  jf ,  . . .  soit  des  quaor 
titén,qni  n*en  dépendent  pas;  2L  par  la  divb»ion;  4.  par  rextraetion  des  raci- 
nes avec  des  exposans  premiers.  Parmi  ces  opérations  nous  n'avons  pas  compté 
la  soostraction,  l'élévation  i  des  puissances  entières  et  l'extraction  des  ncinen 
nvee  des  exposants  composés,  car  elles  sont  évidemment  comprises  dans~  les 
quatre  opérations  mentionnées. 

Lorsque  la  fonction  r  peut  sp  former  par  les  trois  premières  des  opéra- 
tions ci-dessus,  elle  est  dite  ratimmellei  et  si  les  deux  premières  opérations 
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soit  sealet  aécessaireB,  elle  est  dite  rationndle  et  eiUièrê,  ira  eenleneet 
eniière 

Sttit  f{3^f  uie  fonctMm  quelcoaqaei  qui  peut  ■*  esi^fimer  par  ane 

somme  d'an  nombre  fini  de  termes  de  la  fome 

i4ar""i .  J.-»"»  

où  A  est  une  quantité  indépeDdeate  de  x*,  af  etc.  et  m,,  m,  etc.  siguifliMit  des 
nombrrs  entiers  positifs;  il  est  rlair,  que  ropération  désigoéc  par  ({x'yXf^af...) 
est  un  (  is  |i  u  îli-nlicr  (l(»s  (i«>ux  premières  o|i«'rations  ci-ih-ssus.  On  peut  dooo 
coiiMiUn'i  k  s  loiictions  entières  suivaut  Ifur  (l('*liiiiti(»ii  romiiic  résultantes  d'un 
nuiiibrc  liiiiitt!  àv.  répétitions  de  eette  opération.  Donc  v\\  ([vs\^iin\\i  par  r',  i/',  »• 
etc.  plusieurs  fonctions  des  quantités  x\  x",  .i'" . . . . ,  de  U  ménit-  lornif  que 
/ÏJr*,  X", . . la  fonction  /)[»',  tf^. ..)  sera  évidemment  de  la  même  forme  que 
x" . . .).  Or  f{v'y  v . ..)  est  l'expresaion  générale  de»  fonctions  résnitanten 
par  l'opéfation  fUc,  !^, . . .)  deux  fois  répétée.  On  «ronvem  done  tnnjonn  le 
même  résultat  en  ratant  cette  opération  autant  de  fols  qn'on  vendra.  0 

snit  de  li,  que  tonle  fonction  entière  de  phisiears  quantités  j^»   peut 

être  exprimée  par  nne  somme  de  plndenrs  termes  de  la  fonne   

Considérons  maintenant  les  fonctions  rationndlcs.  Lorsque  /(«V  ^  >  >  >)  et 
9>(«%  «*...)  sont  deux  fonctions  entières,  11  est  évident^  qne  le  qnslient 

x»  .  .  .  .) 

est  un  cas  particulier  du  résultat  des  trois  premières  opérations,  ijur  lionuent 
des  fonctions  rationnelles.  On  peut  donc  considérer  une  functiuu  rationnelle 
comme  le  résultat  de  la  répétition  de  cette  opération.     Si  Ton  désigne  par 

v'fiffif  etc.  plusieurs  fonctions  de  la  forme  on  voit  aisément,  qoe 

la  fonction  /^'^i^lnJ.  p^nt  être  réduite  à  la  même  forme,   il  suit  de  lA»  que 

(f.(p^,  V...) 


tonte  fonction  rationnelie  de  plusieurs  quantités  ;r',  .  peut  toujours  être 
réduite  à  la  forme 

ç(jr',  j*.  .  .  .) 

où  le  numérateur  et  iv  ilenominatear  sont  des  fonctions  entières. 

Nons  allons  ensuite  clierclier  la  fornii;  générale  des  fonctions  al«;ébriqne8. 

Désignons  par  /\.r',  .  . .)  une  fonction  rafimineile  quelconijue,  il  est 
clair  que  toute  fonction  algébrique  peut  être  composée  à  l'aide  de  T opération 
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désignée  par  flx;  x' . . .)  cuœbiuéu  avxc  l'  ui>éra(ioD  y  r,  oii  m  ent  aa  ooaibre 
prcMier.   Donc,  ai  sont  des  Tonctions  rattomeUM  de  d:', 

p,=f(x',jC  ...  Vp\  iV ..  ) 
sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  x'^jif dajis  lesqueUe» 

ï  epénrtieii  exprimée  par  Yr  affecte  eenieineet  des  Ibeetiei»  raliraeellei.  Lee 
leeetiooe  de  la  forme  ji,  eeroet  dite»  foeetlone  algébriqnee  4»  ftêmA»  mètt, 
&  déeigaaat  par  j*/,       ^osieiire  qaaatités  de  la  ferme      V  expresetee» 

eera  la  ferme  gëoérale  des  fonetioea  algébriques  de     a*...»  dans  leaqneilea 

m 

r  npiTation  y  r  affecte  seulement  des  fonctions  ratioiuK'Ilcs  et  des  fonctions 
algébriqupK  du  preniier  ordre.  Les  fonctions  de  la  foMtH  seront  dit»'s  fooc- 
Uoas  algébriques  tlu  deuxième  ordre.    De  la  incmc  iiiaiiieit!  t  «expression 

p, =/t*',  . .  vv,  iV  •  • .  vipis  \^Px'^  •  •  •  v>.',  v>.'  •  •  •) 

dans  lagnelle  /»,^       sont  des  foactioea  du  deuxième  erdrOj  sera  la  Ibcme 

n 

féaérale  des  feacttena  algébrique  de  .  dans  leaqaellea  1*  opéralloe  Vr 

m*  affecte  que  dea  fenctloiia  rationoellea,  et  des  fonetieoa  algébriqaes  da  prei^r 
et  da  deaxi^e  erd^. 

Eb  oeatlnnaat  de  cette  maaièn^  on  obtiendra  dea  fonctiooa  a1giâ»riqiies  dn 
troisième,  du  quatrième...  dn  ft^^  ordre,  et  il  est  dair,  qae  rexpreaaien 
des  fonctions  du  /<'*"*  ordre  sera  T  expression       raie  des  fonctlona  algébilqiKe. 

Donc  en  désignaat  par  t*^  Tordre  d'une  fonction  algébriqve  qnekenqae  et 
par  «  la  fonction  même,  on  aara 

f^pf^pf  sont  des  foaetlons  de  Tordre  fi — 1;  r^r*...  des  foaetimis  de  l'ordre 
/4  —  1  OU  des  ordres  moins  élevés,  et  n',  n* . . .  des  nombres  premicta.   f  algnl- 
âe  toujours  une  fonction  rationnelle  des  quantités  comprises  entre  les  parenthèses. 
On  peut  (^videmaieBt  supposer,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  une  dea 

B'  O" 

qnantitée  VV,  Vp^"-  par  une  fonction  ratioaaelle  de»  antres  et  des  quantités 
r*,    ...  ;  car  dans  le  cas  contraire  la  foactton  9  nnralt  cette  ferme  plna  simple, 
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ou  le  sombre  des  ijiiaiitltés  vy»  Vy  eenit  dlniinié  t«  noiiiB  twmt  nité. 
Eo  rédniMut  de  cette  mamière  l'expression  de  9  aatant  que  poMible,  oa  pacvi* 
cadndt  ensuite  oa  à  me  expressioa  irrédactible,  on  à  ue  ei^KcasiOD  de  ia  fiMrme 

t>  =  f\r'  r",  r"  . .  .) 

mais  cette  fonction  serait  seulement  du  {fi  —  1)""  ordre,  taedis  que  v  doit 
élre  du  /i'^*"*  ordre,  ce  qui  est  une  contradiction. 

Il'  D" 

Si  daas  l'expreBBion  de  «  te  nombre  des  quantités  y^p* ...  est  égal 
à  rn,  nous  dirons,  que  la  fonction  v  est  du  ju''"*  ordre  et  du  n»'*"*  degré.  Oa 
voit  donc,  fpj'une  fonction  de  l' ordre  //  et  du  degré  0  est  la  même  rTinse  qu'une 
fonction  de  Tordre  /<  —  1,  et  qu'une  fouctiou  de  l'ordre  0  est  ia  même  chose 
qu'une  fonction  rationnelle. 

II  suit  de  là,  qu  ou  peut  poser 

v=zf\r',r^ ...  Vp) 
Vtk  p  est  une  ronetion  du  (//  —  1  )■*  ordre,  mais  r',r'  .  . .  des  fonetioiis  du  f^r' 
ordre  et  tout  au  plus  du  (m —  1)""  degré,  et  on  peut  toujours  supposer  qu'il 

D 

cat  inposaible  d'exprimer  yp  par  une  fonction  ratioanelle  de  ces  quantités. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  vu,  qu'une  fooctioa  rationaoUe  de  plnaleim 
qoaatités  peut  toajoors  être  réduite  A  la  forme 

T 

ê  fUi  aoni  des  fonctions  entières  des  mêmes  quantités  variables.  On  ooa* 
dot  de     ipB  «  peut  tonjonrs  être  exprimée  comme  il  wiH^ 

n 

«  9(^.  r*..-  y/p) 

V  —  — 

T(r',  r'  . . .  y/p) 

n 

où  ()p  et  T  siffnifienl  des  fonctions  entières  des  quantités  r',  r* . . .  et  y  p.  En 
vertu  de  ce,  que  nous  avons  trouvé  plus  haut,  toute  fouctiou  entière  de  plusieurs 
quantité»  s,  r",     ...  peut  s'exprimer  par  la  forme 

'o  +  M  +  '.«*  +  ---*-^ 

...I.  dtant  des  fimctioss  entiètes  de  r*,  r*,  r*...  ssns  $,  On  pont  done  poser 

  fa-KiF»  +  ««y»  ....  <i.^°    T     .  \ 

JL        I.  îïl  —  1 

+  "aP"  

OÙ      I, . . .     et  9,,  V| . . .  V.*  sont  des  foactioos  eatièrea  de  r',  2',  r*  etc. 
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Soient  F^,  F,.. .  F»^  Im  n—  1  valevn  de  F«  qu'on  trouve  en  mettent 

enooeesiveaient  tff*,  «V"'  «'V*'  *  *  av  lien  de  p*^  a  étuA  recnie 
différente  de  Pnnitv  de  Téquatton     — 1  =  0;  on  tfonvere  en  Bnltlilient  h 

fraction       eo  haut  et  en  bas  jpar  F^.  V^,  V^  - .  • 

r.  r. .    . . .  Vm^i 
*  —  "FFr—^c;* 

Le  prodolt  V^F^.,.  F^  pen^  oonne  on  neiî^  s'exprimer  par  one  Ibnetion 

entlèfe  de  |»  et  des  ^[onntitén  r*,  y* . . et  le  |irednit2'.  F^ . . .  F^  es^  comme 


on  v<^ine  Ibnetienentière  deKp  et  de  f'»r*...  Bnpoeairt  ee  icoihrft  %d  A 

i.       J-  1 

on  trouvera 

JL        «-  1 


m 

en  en  écrifint     fp  y,. . .  an  lieo  de  ete. 

JL        *.  A 

on       7, . . .      BODt  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  /»,      r"  etc. 
Soit  n  un  nombre  entier  ^clconquo,  on  peut  toajoors  poser 

fl  =  un  -|-  et  • 

a  et  o  étant  deux  sombres  entiers  et  a  <  ».    il  suit  de  là,  que 

IL      Î2S  i 

En  mettant  donc  cette  expression  an  lien  de  jt"  dans  rexpreaaion  de  v»  on 
obtiendra» 

= f • + y  j»" + y«r  •  •  •+ Il»  ' . 

f«*  f^t*  f«  eneoce  des  fonctions  rationnelles  de  j»,  r*,  . . .  et  psr  eonné- 
qnent  des  fonctionn  dn      ordre  et  en  pins  dn  (m —  if*  degré  et  liées  entre 

elles  de  manière  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  j»"  rationnellement  par  ces 

qaautités. 

Dans  l'expression  de  v  ci-dessus,  on  peut  toujours  faire  ^^s:!.  Car  si 
f I  n'est  pas  nul»  on  obtiendra  en  fidsant  p^^^p.q^"*  , 
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V 


ez|fieiBioii  de  le  mène  fome  fne  le  précédente,  Béatement  que  f ,  =  1.  Si 
fr,  =  0^  Bdt      nne  des-  «panfitée  f',,  f«  >  *  *  Vn-i»  F"  mH 


«If. 

9*  .p>^a=|»t.  On  oondut  de  li,  ff^'IP"  — '  l>ooi^  en prenuit deux 
brat  Mtiera  a  et  /f,  qui  Éatiafont  à  réqnetlen  u/t—^sssfi*,  /t'  étant  on 


a 


En  mté  de  cela  et  en  revarqnantqne  v  aura  la 


1  s 


B-1 


=  ?  -f  7',"  4- •  •  •  f-iPi"  • 
De  tout  ec  qui  précède  oo  conelot: 

Si  t>  est  une  fonction  algébrique  de  l'ordre  ft  et  de  degré  m,  «a  peut  toajov» 

poser  :  « 

nù  »  est  «n  nombre  premier,  j'*  • .  *  jr..^  sont  des  fenetfons  àlgélwiqiHHi  de 
Tordre  n  et  du  degré  m—  1  an  plna,  j»  est  me  fonctioa  algébrique  de  Tordre 

fi  —  1,  et  p"  oe  peut  s'expriner  lationMlIenMnk  en  q^,  q^. 

f  IL 

a  f  iniweww  ewp  ^mpwenrfpap  nHKnrv  vMpvaiy  V'*'  vss^ewpwwe  en  enp^p  vwspstvww  enwppf^w* 

Soit 

use  équation  qoeleonque  du  degré  r,  oà  c^,  . sont  des  fonetioas  rationnel- 
les  de  d;',       étant  des  quantités  indépendantes  quelconques.  Sup- 

posons^ qu'on  peut  satis6lre  à  cette  équatioa  eu  mettant  an  lien  de  y  uae  Ame- 
tion  algébrique  de  .  Soit 
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celle  Uutdam,  Bn  mbstitoant  cette  ei^reMlon  de  y  den»  l'éfnaliQa  pnipeeée, 
M  cAtielidni  ee  veila  de  ce  qiri  précède^  lae  ejqtfeaikn  de  la  feiMe 

'"o  +  ^lîf"  +  ^vp'  •  •  •  -f       "  =  0   5. 

où  r„,  r,,  r,,..,r^_,  sont  des  ionetions  rationnelles  des  quautités 

Or  je  (lis,       i'équatioQ  (5)  ne  peut  avoir  lieu  à  moia»  i^u'un  u'ait  séparément 
r«ss 0,      =  0  .  .  .  r»_, r=0. 
En  effet  daes  le  cas  contraire,  en  aurait  en  posant  ^^2»  les  deas  é^aationa 

af* — j»»0,  et 

r» + H- •  •  • + •'•n**^ = 0 

aanieat  aie  oa  plnrieafa  raeAief  eMMaaic».  Soit  k  le  aombie  de  eea 
ndaea,  an  pen^  oanaie  oa  aait,  tronver  aae  ëqaatieiii  qiri  a  pear  ladnes  les  k 
raciaea  aMnttaBBéea»  et  doat  lea  eoelleleaB  aoat  dea  foactioaa  rattoaneHea  de 
P»  *•»  *•!  •  •  •  Soit 

H- #1* + •  •  •  + 'fc-i**"*  +  = û 

cette  é^tiooa  et 

on  facteur  de  bou  prémitr  membre,  où  t^,  t^  etc.  soat  des  foactiiHis  rationneUes 
»1«  Pj  »*o»  ^i"  '  ^n^ti  on  aura  de  même 

et  il  est  clair,  ^'on  peut  supposer,  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  équation 
de  la  mène  forae  d'an  degré  laolaa  âevé.  Cette  é<|aatioii  a  aea  /*  radaea 
oomBHmea  arec  réfaatloB  2^ — j»sa  Or  lantea  les  radaea  de  réqaalioa 
«F*  -—p  s  0>  août  de  la  feme  «2«  oà  a  eat  eue  râdae  ^leoafae  de  f nnité. 
Doae  ea  rettan|aahl^  gve  /i  ne  pevt  paa  dire  moiadre  fae  %  parce  qa*l]  cet 
iBpo8eible.d*espriniM  «  ea  foactioB  ratioaaene  des  fnaatiléa  p,  r„  * . .  r^, 
0  i^eaaal^  qae  deoz  é^iatlona  de  la  fonne 

t^^i^t^tj^,,,^tf^^^df-ssO  et 
-1- + ««1^ + «1^*1^*1^1 4.       =  0 
doiveat  avoir  liea.  De  ces  é^patioM  on  tiie  ea  éitadaant  2!^ 

^1  _  a|L)  +  #,(«  _  «1^)2 ...  -I-  t^Jh*  =  0. 

Mala  eette  éqaatiea  étaal  da  degré  />  — 1,  et  T^fiatioa  ^'^t^^ . . .  =  0 
élaat  irrédoctible  et  que  par  coaaéqoeat  ae  peat  être  égal  à  aéro^  en  doit 
avirir  «ni —  1  sO^  ce  qai  ae  peat  paa  avoir  lien.   Oa  doit  doac  avoir 


Majntenant,  ces  équatloos  ayant  lieu,  il  est  clair  qu'on  satiâtera  a  1  equatjon  pru- 

posée  en  «tixfliiiaiit  k  toate»  les  valmxs  op**,  aV*  •  •  •  B'*~y*<  On  voit  steé- 
MCnt^  que  tootee  eea  valeurs  de  y  seront  différentes  entre  elles  ^  car  dans  le 
ces  eontnire  on  aarait  une  équation  de  la  même  forme  que  (3),  mais  one  telle 
équation  eondoî^  ccraune  on  vient  de  voir,  à  des  eootradicaoss. 

Bn  désignant  dooe  par  yit  Jft*»  Jfm  Im  »  mctaieB  de  l'équiion  (I),  on  aura 


yi— H-  p'  +  g*p'  +  q^p  * 

y«  =  7o  -f  «""V"  +  «"-'^'ap" .  . .  +    ,^ij>  - 
De  ces  n  équations  on  tirera  sans  peine 

«D=v^yi+y«+  4-jrii) 


n-l 


On  volt  par  là»  qie  tontes  le»  quantitén  pF^  fg»  9a-  •  -9*^       des  fone- 
tionn  ratlonneOei  des  ladnen  de  l'éqniition  propooée. 
En  eflbt  on  n 

Consiléreos  malntenaMl  l*éqnntH»  générale  dn  degré  nt 
et  «nppoBODB  fn^^  soit  résoUble  algébrifument  Soit 

En  vertu  de  ce  qui  précède  les  quautit^^s      f,,      etc.  peuvent  s'exprimer 
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rationoeUemeot  en  x^,     . . .       en  iérigùMOA  pw  «j,  Im  neine»  de 

l'éqnatioa  proposée. 

CoDsidérons  une  de  ces  quantitf  s  quelconque      s^,     ftr.  pnr  exemple 
».    Soient       tJ, ...t?^  les  valeurs  différentes  de       qu'on  trouve  loixpi'oii 
échange  entre  elle  les  racines  x^,  x^...x^  de  toutes  les  niaiiitres  possibles,    j/  ^oit^ 
on  peut  donc  former  une  équation  du  d(>gré  n'j  dont  les  coeiriciens,  sont  des        ^   ^  ^      ^  ^ 
fonetioiis  nUaDieUm  de  a,  a,...a.»_i  et  dont  lés  neiiiM  «ont  les  qnaotiléB      '  " 
. . .     qui  «OHt  des  fontionB  rattouMlIeft  dm  quantités  x^, 

DoM  al  ron  ]iOBe 

JL      A  !:i 
+  i«»  +  */r»  f- 

toutes  les  quantités      ,  t^,      ....^v-i  seront  des  fonctions  rationnelles  de 

V,,   ZI..,  et  par  conséquent  de  a^iy  x%  a:..    Eu  traitant  les  quantités 

^,  «te  de  la  néne  Mudèra  en  em  «endat: 

Si  ne  éqnatien  est  lésofadUe  alg^iifiieBent^  em  pent  tonjeiin  donner  â 
la  racine  nne  teOe  fonm^  «pe  teuton  les  fonctionn  aigâMqnc^  dont  elle 
est  eenpeaée  penrcnt  n'exprinier  par  dea  feneiienn  ratiennellen  des  laeiBee 
de  refnation  proposée. 

§  m. 

Sur  h  nombre  de»  vaieutë  différentes,  qu'une  fonction  de  plusieur»  quantités  peut  acquérir, 
lorequ'  on  y  ('change  entre  ellea  h»  quantitée  qu'elle  renferme. 

Soit  V  une  fom  tiou  rafionnelle  de  plusieurs  «piantités  indépendantes  ar,  ar, 
...ar«.  Le  iioriilirr-  des  valeurs  différentes,  dont  cette  fonction  est  susceptible 
par  la  permutaiiuii  des  ([uantités,  dont  elle  dépende,  ne  peut  pas  surpasser  le 
produit  1  .2  .  3  . . .  7i.    Soit  ft  ce  produit. 

Soit  maintenant 

\abca.. . ./ 

la  valeur,  qu'une  fonction  quelconque  v  reçoit  Inrsqu'  on  y  snbstitue  x„  Xi,  x^, 
etc.  au  lieu  de  ara,  arp,  a-y,  xi  etc.  il  est  clair  désignant  par  Ay,  A^...A^ 

les  diverses  pemmf allons  au  nombre  de  ft  que  l'on  peut  fornier  avec  les  indices 
1,  2,  3, ...  n,  les  valeurs  différentes  de  v  pourront  être  e:iprimée8  par 
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Supposons  qac  le  noniLre  des  valeurs  différentes  de  v  soit  moindre  qtie  //,  il 
faut  plusieurs  valeurs  de  v  soient  égales  entre  elles  en  lorte  qu'on  ait  par 
eznvqile 

Si  l'oa  &tt  subir.à  ee«  4|naiiitité«  la  penuttatten  défll^;iiée  fw  (^i)>  ^ 
cette  nouvelle  a4rie  de  Talean  égales 

valenn  ^  sont  diffitrenten  dei  premières  mais  ai  méaie  nombre.   En  dtan* 

geant'de  novreaa  ces  quantités  par  la  penaatation  désignée  par  (^^l^^^^on 

aura  un  nouveau  système  de  quaulifés  égaleK  mais  différentes  des  précédentes. 
En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  qu'on  ait  achevé  toutes  les  permutations 
possflblei^  les  valeais  de  v  an  noadm  de  /t  seront  partagées  en  plusienrs  9m- 
f  eai  deaft  cshanin  eontiendia  on  noaÉbre  de  m  vaiears  é^aivdentea.  n  sait  de 
^e  si  l'on  représente  le  nombre  des  valeofs  différentes  de  v  par  ^  nombre 
égal  à  celni  des  groi^tea»  on  anra 

8s  1 .  £ .  S  •  *  •  a 

<^est«à-dive: 

Le  nombre  des  valeurs  différentes»  «p^nne  fonction  de  n  quantités  peni 

«rfpu'rir  par  toutes  les  permutations  possibles  de  ces  quantitéa  est  néoesaaîre- 
nient  un  diviscor  du  produit  1.2.9...».    Cela  est  connu. 

Soit  maintenant  ^^>^  ane  permutation  gadeompie.  Sopposons  ^'en  ap- 

plicaut  eelie-d  plaalews  fois  de  saite  i  la  foaetion  v  on  obtient  la  suite  de» 
valenra 

'     *i  »     •  • .  «V-i  »  *V 
il  est  dair  qne  «  sera  néoomlrement  répété  idnaienn  foia.  LorsfW  v  revient 
après  un  nombre  p  de  changements,  nous  dirons  que  v  est  une  penmUttHa» 
récurrente  de  tordre  p.    On  a  donc  cette  série  périodique 

ou  bien,  si  l'on  représente  par  9  (^^'  ^  valeur  de  v  qui  résulte  après  avoir 
répété  r  fioAa  de  «dte  la  penantatlon  désignée  par  ^^^^  on  a  la  série 

•(i)*'  '(!)''  <±ï  -  <±f- 
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U  suit  de  là 

Or»  «oit  p  le  plu  granil  nombre  prenler  oostein  dans  «i,  et  le  wmàxe  éim 
velean  différeites  de  v  soit  moindre  qne      il  ùaA  que  d'un  nombre  p  de  va- 
leurs <pielconqnes  de  v  doux  soient  nécessaireiMiit  égaletf  éntre  elles. 
Il  fant  donc  que  deux  des  p  valeurs 

•(iy"(i)'-'(i)'--(ir' 

«eleat  dgalei  entre  ellea.   Soit  par  exemple 
es  en  onedut 

Ëcriirant  r  au  lieu  de  r*  -j-i*  —    et  remarquant  que  v         s     on  en  tire 

oà  t  évideoMt'  n'est  pw  mUtl^  4e  j».  La  Ttlenr  de  «  n*eat  dew;  pat 
dangée  par  la  avbalitiitlen  ^  par  ooaaéqmnft  mb  plm  par  la  idpétUiott 
de  la  mène  anbaUtntk».   On  a  dene 

a  étant  un  nombre  entier.  Maiuteuuut  ai  p  est  un  nombre  premier,  on  pourra 
Mdemiient  toujoon  tnmver  ne  nombre  entier  fi  de  la.  aatle  fie 

dene 

et  puisque  v  =  v  Ç^^^ 

on  aura 

La  valeur  de  «  ne  em  dene  pas  dangée  par  la  pemnlalion  recureate  ^^^^ 
dn  degré  p. 

Or,  il  eat  dair  ^ 
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sont  des  permutations  récurrentes  du  degré  p,  lorsque  p  est  le  nombre  des 
indices  a,  (i,  y  .  .  .  tj.  La  valeur  -?»  np  sera  4onc  changép  nnn  phis  par  la 
combinaison  de  c«s  deux  permatations.  Ces  deux  permatatioaii  ^nt  évidem- 
ment équivalentes  à  cette  unique 

et  ceUe-d  aux  deux  soiviiitteB  appliquées  snccesaivemeot 

as)-(îï)- 

La  Talenr  de  v  ne  am  doue  pas  cliaiigée  par  la  ooMbbntoon  de  cea  deaz  per- 

Biutatlons. 

Doae  ''  =  ^OS)(?ï) 

de»éme  *  ^ (^ï)  (j>i) 

d'oà  Ton  tire  i,  «  «^(JJ)  (jj). 

On  voit  par  là  qie  la  foncUcB  v  a'eat  pas  changée  par  deux  permolalf ena 
aneoeasiTes  de  la  fmrme        «  «  et     étant  deux  Indicée  «leekoBqoes.  Si 

Ton  désigne  une  telle  permutation  sous^le  nom  de  transposition^  on  peut  con- 
clure qu'une  valeur  quelconque  de  v  ne  aera  paa  changée  par  un  ttonbre  p^ 
de  tranapoaitiona»  et  que  par  conséquent  tautea  les  valeora  de  v  qui  réaaheat' 
d'an  aond»re  iaqiair  de  tniuipoaltieiui  sont  égales.  Tonte  pemutatlon  des  éle- 
mcns  d'ane  fenetion  pent  s'opérer  à  Talde  dTan  certatai  sombre  de  tranapealttoas; 
donc  la  fonction  9  ne  peut  avoir  pins  qne  demt  valeurs  diférentes.  De  là  on 
lire  le  âiéorème  suivant: 

Le  noadire  des  valeurs  différentes  que  peut  obtenir  une  fonction  de  n  quan- 
tités ou  ne  peut  être  abaissé  au  dessous  du  plus  grand  nondire  premier 
compris  entre  les  facteurs  de  n,  ou  seulement  à  2  ou  à  1. 
Il  est  donc  impossible  de  trouver  une  fonction  de  5  quantités  qui  ait  3  ou 
4  valeurs  différentes. 

La  dejiionsiration  de  ee  théorème  est  prise  d'un  mémoire  de  31.  Cancky 
inséré  dans  le  17""  caiiier  du  Juurnal  de  l'école  pol> tecliuique  pag.  1  etc. 

Soient  «  et  deux  fonctions,  dont  dhacnne  aura  deux  valeurs  «Hfémtes^ 
il  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  désignant  par  v^^  t\  et  v^'  ces  donblcs  va- 
leurs» Iss  deux  expressions 

«iH-r,  et  + 
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seront  ést  Ibudloui  symétrifUB.  Soit 
m  en  tifo  9,     *  '       *l  1 

Soit  maintenant  le  nombre  des  qnantitéî5  x^,  t^,  .  . .  x^  ép:al  à  cinq,  le  produit 
Ç  —  i^f^t)  (ar,-j-,)  (.r,-a-J  (^,-.rJ  (x,-4rj  (^3-^-;)  (:r,-.r,'i  (•r,-.r,) 

sera  évidemment  une  foacUon  ipii  a  deux  valeurs  difiereoteHj  la  seconde  valeur 
cLant  ia  même  louction  avec  le  si<^ne  opposé.  Dooc  en  posant  v^' =:  on 
aura      =  —  f>.    L'  expreH»ion  de      sera  donc 

ou  est  une  fonction  symétrique;  ç  a  deux  valeurs  qui  ne  diffèrent  que  par 
rapport  au  signe  de  sorte  que        soit  également  une  fonction  symétrique. 

Donc  on  pcoant  ^t^=p  et  ^=s^  il  s'onroit 

que  toDto  tometâùa  do  cinq  quantités,  qui  «  deux  voleim  diférentes,  pooira 
dire  iniM  Moa  h  forme,  p-\-q  -ç,  oii  p  et  q  sont  dons  fonctknio  tymé- 
triqooi  et  ^  sas  (x^^x^  («^ — x^ . . .  («^ — «J. 

Pour  nolro  Init  nooo  avou  eneofo  besoin  de  In  fisme  génémie  des  Isne* 
lions  do  cinq  quantités,  qui  ont  dnq  vntoim  dUTérentos.  On  pont  In  tronrer 
oonnne  fl  snit 

Soft  9  nne  fonction  intionnello  dos  quantités  x^,  u^,  r,,  x^,  qui  n  h 
pepriélé  d'étro  fnvarioblo  lonH|ii*on  iàaagd  entre  elles  qanire  dw  cinq  fum- 
tftés  fuekonqnos  psr  ezMiplo  jr„  x^.  Sons  cette  oonditiOB  v  som 
dvidemnont  symétrique  pir  mpfiort  à  x^,  x^,  x^.  On  peut  donc  esprimer 
«  par  une  fonction  rationnollo  do  et  |>ar  des  Ibnotlons  syatétriqios  de  x^, 
x^f  «g.  Mais  toute  fonction  symétrique  de  ces  quantités  peut  s'exprimer  par 
une  fonction  rationnelle  des  coefflciens  d'une  équation  dn  quatrième  degrés  dont 
les  racines  sont  x^,  r,,  x^,  x^.    Donc  en  posant 

{x — arj  (x- — Xj)  {x — xj  (x —  r.)  =  .r*  —  p2*  -|-  yx*  —  rx  -\-  s 
la  fonction    pent  s'»'xprimer  rationnellement  en  x,,/j,  (/,  r,  s.    Mais  si  l'on  pose 

(x  X^)  (x  Xj  (x  XJ(X  X4)(X— •Xj=«*  «X*-f- Àx'  CX^-^dx  «, 

on  aura 
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{x — a:, )  (ur*  —  jW.^'  +  V-f *  —  r.v -^s)  TT=x* — ax* -|- éar* — ex* -f  - <ir — e  = 
Fou  tfans 

f  =  *  — 

#  =  rf  -  «r,  +  te/  -  «r/  +  * 
!a  foactioii  V  peut  donc  a^ezprlnœ  nUoimUeBent     x^t  4n,b,  û,d  Ht  e. 

n  Mit  de  là,  qae  la  fenctton  v  peut  être  bîm  mu»  la  forme 

^   ^ 

oà  <  et  9 (.r^)  soi^  deux  fonctions  entifcres  de  x^,  Oj  d  ete.  Ed  mnltl- 
pliaat  cette  fottcClon  ea  liant  et  ea  bas  par        .  <f{x,) .  <f{xj.qix^  on  ama 

y  ^  ^  •  y (-^a)  •  ?  (J»)  •  9  (-f 4)  •  9 (-f 5) 
9('>)-9(*«)'Ç(*«)'9.('«)«Ç(-'»)  ■ 
Or,  9(^2)  ■  9>(^t}  -  ¥'(-^4)  ■  'Fi^i)  comme  on  voit,  une  fonction  entière  et  symé- 
trique de  a-j,  .T3,  .r^,  .Tj.  On  peut  «lonr  t^xprimer  ce  produit  en  fonction  entit  rf 
Pj  'fy  y  l'"''  s"'*<î  PI  fonction  entière  de  ar^,  a,  rf,  c  Ij»-  iMinu  - 
ratenr  de  la  (raclion  ti-di  ssns  est  donc  une  fonction  cntif're  des  mêmes  quan- 
tités; le  dciionûnatcur  est  une  tonctiua  symétrique  de  x^^  x^^  a:,,  x^^  x^  et 
par  consé<iaeut  il  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  c,  </,  e.  On 
peot  donc  foaer 

En  MdtipJiant  r  équation 

aoeceaBireneBi  fsr  't*^*  ^  ^       qaTon  obliendca  un  aoaibre  de 

M  —  4  êqnationa,  dea^nellea  w  tirera  lea  valeara  de       '1*  •  •  •  '1*  ™ 
fooetiona  de  la  forme 

«  +     +  y^i*  +  «î*,'  H- 

on  ^,  e  84Mit  dea  fonctions  rationnelle»  de  a,  à,  c,  d,  e. 

On  peut  dose  réduire  «  A  la  fbrnie 

où  r^,  r^y  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c'eat>4-diFe 
des  fonrtions  symétriques  do  .r^,  .r,,  x.,.  Tj, 

Voilà  la  forme  gênéraJe  des  fonctions  (^ui  oe  sont  pau  altérées  Iui'S4[u  ou 


Digitized  by  Google 


19 


f  échmge  eiMrt  oUm  Iw  quaUtte  «g,  «g.  Oo  eUcB  «at  ciof  nlem 
dUféfenlM  entre  die»  e«  ellM  sent  eynétrifaee. 

Soit  naietenent  v  une  fonctien  nliomiene  de  x^,  jt,,  or^,  «>g,  qei  a 
les  cinq  valeurs  sohraates  v^^  v,,  v,,  r^,  r,.  Coaiddéfons  la  fmictioa  «j*^* 
En  y  échaageaat  eatre  elles  de  tontes  les  manièrea  possibles  les  quatre  qtian> 
tiléa  d!>gf  jVg,  Jr^i  «g  la  fonction  x^^r  aara  tonjours  une  des  valeon  BoivaBtea 

Or  je  dis,  que  le  immlin  des  valeurs  dillerente-s  de  r  résultantes  par 
ces  changements  sera  niuiudie  ifue  cinq.  En  effet,  si  tduies  les  cinq  valeurs 
avaient  lieu,  un  tirerait  de  ces  valeurs  en  échangeant  Huccessivemeut  avec 
*t>  ^B»  ^  valettra  aonveUea,  qui  seraient  oécessairement  diflérentes 

eatre  elle»  et  dea  précédeatea.  La  foectioa  anraft  deae  ea  tout  Sfê  valenra 
difféfeatea^  ce  qai  eat  laipoaalble,  car  8S  n'est  paa  diviaear  dn  prodalt  1.2.3.4.5. 
Ea  désignant  donc  par  ^  le  aoaibre  dea  valears  qne  peut  prendre  v  lerafa^on 
y  écfcMtge  entre  elléa  lea  ipuaitltéa  x„  x„  x^^  »,  de  tentée  lea  naaièrea  pe§> 
aiblea,    doit  avoir  Tnae  dea  quatre  Talenzs  aniraetea  1,     8,  4. 

1.  Soit  /i=  1,  d'aprèa  ce  qui  précède  v  sera  de  la  forme  (a) 

2.  Soit  ^  =  4,  la  soanae     +    +  ^'a  ~H  firactton  de  la 
forme  (a).    Or  on  a 

?»j=  {v ^-\'t\'\-r^-\-r^'\-v^  —  (?>,-f-*2-f-''ï-|-''4)  ==  à  une  fouc- 
rion  symétrique  moins  ('', -f~ "h '-'Jî  '^^nc  t',  est  de  la  forme  (a). 

5.  Soit  il  =  2,  doue  V.  4"  sera  une  fonction  de  la  Ibnne  (a).  Soit 
donc  -f     =  r„  +  r,a-,-}-/v4,'  +  /  jX,'  +r^x*  =  <p(xj  . 

En  échangeant  successivement      avec  j:,,  or,,  x,,      on  aura 


•-,  +  »«  =  9(*— «) 

oii  m  eat  an  dea  aondirea  %  8,  4,  5.  Pour  m  =  2,  on  aura  (p(x^)  =  <^>(x^, 
ce  qui  eat  impeaalble,  car  le  nombre  dea  valenra  de  doit  être  cinq.  Ponr 
m  =  9  on  aura 

+  v%=^Vi^xl  >\  +  ^'3  =  t\  +  »,  =  ?"(*•)       *'on  t»w 

2/  ,  =  <f  {x^)  —  f/)  (arj)  +  >p  (.r,)  . 

Mais  le  second  membre  de  cette  équation  a  plu»  de  5  valeurs,  savoir  elle  en 

5  * 


80 


a  50.    On  prouvera  de  la  même  manière  q^e  m  ne  p«ut  être  égal  à  4  ni  à  S. 

Il  suit  de  la  4m;  iLi  n'est  pas  égal  à  2. 

.4.    Soit  fi  =  3.    Dans  ce  cas  f ,  4"    "i"  ï'i  ®'  P*'  conséquent  + 
=  (7;^  -f-  ^'s  "h  ^'5  "f~  ^'4  "h  ^i)  —  O'i  "4"  ''s  ~f"  '^»)  valenrs.     Maïs  on 

vient  de  voir  que  celte  8uppositiou  u'a  pas  lieu.  Doue  ft  ne  peut  pas  non  plus 
être  égal  à  5. 

De  tout  cela  ou  conclut  le  Théorème: 
TwiB  fnetiAB  niiamdle  ie  cinq  quantités,  qui  a  cfiu|  ntomi  dUKrentct» 
«ura  néeeaiialreau»t  la  fome 

oh  r^,  et&  Mwt  iea  finettons  syHétriqHea»  et  »  lae  dMCiai|  fu»- 
lltéa  fnelcoiMiiie. 

De  réquatiw 

m  tNNivera  tiaénent^  en  &i8ut  otage  de  f  é^atioa  proj^ié^  pow  la  valear 
de  «  h  fimne  aninate 

an  «o>  'i>  de  aiéme  qoe  r^,  r^,     etc.  sont  des  fonctioaa  symétriques. 

Sott  «  aae  Ibaetioa  ratkiaaeUe     a  at  valeais  diffëreatea  tr^, 
En  posant 

(w  — Vj)  («> — »J     —  .  (r?  —  vj^ 

=  7o  +  ,  "  -f  yi»'  •  •  •  +  f/,.       4-    — 0 

on  sait  que  y,,,  y^,  </,...  sont  des  fonctions  symétriques,  et  les  m  racines  de 
l'équatiou  sont  v^^  v,,  z>, ...v..  Or  je  dis,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  la 
valeur  de  v  en  racine  d'une  équation  de  la  même  forme  mais  d'un  degré  moins 
élefé.  Ea  effet  aeft 

+ ■  + 'iiui«ï^ H- »i^=îO 

aae  tella  éqiuiiltoi  aù  f^,  etc.  aont  des  foaetioat  ayaiétriques,  et  aolt  t>,  aae 
Ttlear  de  v  ^  aafis&lt  à  cette  dqpatiaa,  oa  aura 

^  +  'tuia*^"* ...«(«— . 
Ea  éduageant  eatre  eaz  les  éléanae  de  la  foaettoa,  oa  trawera  la  série  sal' 
Taate  iPéqnatiOBB: 
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Oa  m  eonânt  qoe  v^-v^,  v — f, . . .  v — seront  tontes  emenblfi 

des  facteurs  de      -\-  t^iv^^ ...  et  que  par  conséquent  /*  doit  nécessaire- 
Mnt  #tn  égtl  à  M.   On  m  tire  le  théorème  suiraBt: 
Lon^*«M  fiMotiM  de  plnsiran  «pMnti^ 

toBjonn  froofer  me  éqnatloii  da  d^ré  m»  dont  les  «ocfieieiB  sont  des 
fiweHooo  oynétriqqei,  «t  4|d1  om  ces  valoon  foir  nciaeo;  mto  û  eot 
tepoMible  de  trouver  ue  éqnathm  de  b  mène  fSDime  d'an  degré  voin 
élevé  fnl  ah  ma»  /an  plosienn  de  eee  vileiin  pour  ndaei. 

5.  IV. 

Dànomitration  de  tùnpostibUUé  de  Ut  résolution  générale  de  l'éfuation  du 

Ea  verta  des  propositions  trouvées  plus  bint  on  peot  ënoocer  le  théorème: 
*11  est  impossible  de  résoodre  es  gésénl  les  éqoatioss  dH  cinqalème 
"degré.- 

D^a|irès  H  tontes  les  fonctions  dgâbriqoeè  desipielles  aae  ex]ires«ion 
sig&riqne  des  radnes  est  composée  peuvent  s*eiprisier  por  des  fonctions 
latlonMlles  des  ncines  de  réfistion  pmqiosée. 

Comme  il  est  impossible  en  général  d'expriiser  In  radne  d'âne  éfBttkm 

par  nae  fonction  rationnelle  des  coefficieas»  on  doit  avoir 

X 

oit  m  est  va  aoad»re  {«emier  et  R  nne  fonction  rationaelle  dea  eoefficiens  de 
rétpiatiOB  proposée^  c'est-à-dire  nae  foactioa  syaiétrlfse  des  radaes;  v  est  ane 
fimctioa  latisaBclle  des  ladaes.  Oa  ea  coadat 

v'  —  R  =  Q. 

En  vertu  du  f  II  il  est  impossible  d'abaissrr  l<;  degré  de  cette  équation,  la 
fonction  v  doit  donc,  d'après  le  dernier  théorème  du  paragraphe  préct'dcnt, 
«voir  m  valnirv!  diffiTcntes.  Le  nombre  m  devant  être  diviseur  du  produit 
1.2.3.4.Ô  ce  nonilirc  peut  être  égal  ù  £  ou  à  3  ou  à  5.  Or  suivant  (§.  111) 
il  n'existe  pas  de  fonction  de  cinq  variables  qui  ait  3  valeurs:  il  £ant  donc 
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^*oa  lit  IM  =  6  w  m^fL   Soltais5,  «n  tnn  en  verto  do  pangrftplie 

précédm^ 

et  par  là 

Siivant  ($.  II)  on  en  tire 

OÙ  a*^l.  Cette  Ration  est  in|ieBsible,  attendu  que  le  Becowl  wee^  «it 
190  yaknm  et  que  pourtant  it  doit  être  radne  d'âne  éfDAHoB  dn  ciM|oièaie 
degré  ^ — i,*|{ssO. 

On  doit  donc  «voir  m  s  S, 
On  aura  donc  d'aprèa  ({.  U) 

oùp  et  f  sont  dea  fonctions  symétriques  et 

On  en  lire  en  échangeant  x^^  et  or,  entre  eux 

—  YR—p  — 

d'où  Ton  trouvf  p  =  0  et  YR  =  qs.  Ou  voit  par  là,  que  toute  fonction  algé- 
brique du  premier  degré,  qui  se  trouve  dans  l'expression  de  la  racine,  doit  né- 
cessairement avoir  la  forme  a-)-,<?  |/j*  =  a-^/?j,  où  a  et  ^  sont  des  fuuctioits 
sjnnétriqnes.   Or  U  eat  impossible  d'exprimer  les  racines  par  me  finiction  de 

la  forme  «  -]~  fiV^^  ^  7        ""^  équation  de  la  ferme 

III 

où  a  et  (i  ne  sont  pas  nul,  m  est  on  nombre  premier,  «  et  ,^  sont  des  fonctions 
symétriques  et  v  une  fonction  rationnelle  des  racines.    Cela  donne 

V{„-\.fis)  =  v^  et        — /ïr)=st»,, 
oii     et  V,  SMt  des  fonetiims  rationneUes.   On  anra  en  nwltipliant  par 

m 

Oi  ri*  ~  est  une  fonction  symétrique.  Si  maintenant  y  («'  —  fi^s*) 
n'est  pas  une  fonction  symétrique  le  nombre  m,  d'après  re  qai  précède,  doit  être 
égal  à  deux.  Mais  dkns  ce  cas  v  sera  =  ^(a-^-^^K^);  v  aura  doue  quatre 
valenra  différentes,  ce  qui  est  impossible.  / 
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m 

Il  faut  donc  i[ue  Y  {a* — /ïV)  soit  une  foncUoa  symétrique.  Soit  /  cette 
foaction,  ob  aura 

et  ».=  ^. 

Sftit 

IMslpimui  pur  |>,,      Ff^F*  1^  valtiin  différentes  ét  pipA  réMltent  de  la 

—      i-      i.  j_ 
8ui»iUtutioa  succt'Ksivt'  de  uH^t  . . .  fit*"*^  à  ia  place  de  où 

a— »^  a—* . . .  +  «  -f-  1  =  0, 

et  fatoons  le  produit 

(j»— ;»,)  (/»—/',)  •  •  •  =p"—  4p-*  h-  . . =0, 
on  v<rit  sao  peine  que  ete.  sont  den  fouettons  ralionneDes  des  coeffidens 
4e  réqnation  proiiosée  et  par  conséiinent  des  fonet^ns  synéCriqnes  des  lacinos. 
Cette  équation  est  évidenunent  frrëdnetilile.  Il  Tant  dono  dTaprès  le  denier 
tkéorène  dn  paragraphe  jHréeédont  qno  étant  fonction  des  raebieB»  ait  a»  t»> 
leois  différentes.  On  en  conclnt  que  m  =  5.  Rfols  dans  ce  cas  |»  sera  de  la 
forme  (a.)  dn  paragraphe  précédent   Donc  on  anra 

y* 

et  par  là  « 
e'est-i-dlre  en  mettant  R*  4-      ^  ^         ^  P* 

on  f„  ,  ^,  etc.  Bont  des  fonctions  rationnelles  de  A  et  des  eoefficlens  de 
réqnatlon  proposée.   On  en  tire  en  verts  de  (f.  H) 

Oà  «•+a»-f  «•-!-« -f  1=0, 

De  l'équation  ff=ztJÙ  on  tronve  p^  =  t*R,  Or  </Jt  étant  de  b  liime 
u-\-u'       on  anra  jt**  s  u  -f-  «'V^<*>  œ  ipi  donne 

Cette  éqoatlOB  donne    par  une  équation  dn  dixIèoM  degré  dont  tons  les  eoef- 
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fieieis  sont  des  foDctioDS  symétriques»  mais  d'apcte  le  denior  ttéottae  te 
pifignipie  précédent  cela  est  impossible;  car 

étant  =        -|-  "*-*^,  4-  «*^»  +  "*-^4  4-  r  Xti 
aarait  120  valpurn  flifli  i  < mes,  ce  qui  est  uoe  contradiction. 

Noas  coucluuiis  (luac  : 

"11  cHt  impossible  de  résoudre  algébriqaemeot  l'équatiOD  générale  du 
"cinquième  degré."  •  , 

n  Mdt  tasnéilfatMiieat  de  ne  tMorètne»  «{n'il  eit  de  néne  iiipeiMlhle  de 

réMmdM  algébriquumeal  les  éqoatioaB  ^nénlee  des  degré  si|iérieHr»  m  efai> 

ipttMe. 


I 


s 
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JliNMrfaw  jtir  1$  mémotrê  Nr.  4,  é»  prmler  etdâer  duJétanuU  de  M.  QrêOe 


1. 


L'okjet  d0  oe  nteoire  ett  d«  «roover  Fellét  d*ne  force  bv  trois  poiits  don- 
Lm  fénltats  de  Fuiteiir  «oit  trè»  jutes,  foaid  les  trois  points  me 
fM  pboés  dans  uns  néne  ligne  droite;  msis  dsos  «e  cas  Os  ne  le  sost 

pas.    Les  trois  équations,  par  leaqaellea  les  trois  ineensos  Q,Q,it 
ariseot,  sont  les  soivaates 

Qb  SÏD  a  =:  0*0  sin  ti 
Qa  sin  «  =:  —  Q'c  sin  (a  /?). 
Celles-ci  ont  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  P,  a,  h,  e,  «  et  ^.  Elles 
donnent  en  général  comme  i' auteur  Ta  trouvé, 

eà 

r  =  a6  sin  a  -(-  «c  sin  /î  — bc  sin  (a  -f-  fi)- 
Or  les  équations  (2)  cessent  d'être  déterminées,  lorsque  l'une  ou  l'autre  des 
quantités  Q,      Q'  prend  la  forme  ^,  ce  ^ut  a  lien,  comme  oa  voit  aiséaient 
pour  la  valeur. 

«  =  /9=180". 

DaSM  ce  cas  il  faut  recourir  aux  équations  fondamentales  (1.),  tjui  donnent  alors 

P^Q  +  Q'  +  Q', 

sin  1800  =  l^c  sia  18(P, 
0a  siB  180»  ss  —     sift  860^. 

4 
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Or  les  éeu  dernièreB  éqnatiau  M«t  ideotMiiies  poisqoe 

8ifti8(y=8iiis(xr=a 

DoM  dant  le  eu  oà 

il  B*exiiite  fB'ane  aenle  ëqaatioD,  savoir 

et  par  suite  les  valeurs  de  Q',  ne  peuvent  pas  alors  ae  tirer  des  éqiui> 
tiona  établies  par  l'auteur. 


Digrtized  by  Google 


IV. 


RéêobiHim  ttun  proàième  méeamque. 


S. 


^oit  BDMA  une  courbe  quelconqin'.     La  li^îic  BC  soit  horizon  !^ 

taie  et  CA  verticale.     Supposons  qu'un  point  mis  en  niinivi  nu  ai    m\  p 

par  i  action  de  la  gravité  se  meuve  sur  cette  courbe,  un  puiut  quel- 
conque D  élmt  «on  yolift  de  d^iit  Soit  r  le  temps  qui  s*  est 
éeenlé  qoenl  ie  noMle  est  pervenn  k  mi  pohit  dOMé  A,  et  soit  a  la 
EA,  Le  foantilé  t  sènt  doie  sue  eortaioe  IbaclieB  de  a  qui  dépendra  de  le 
fofsie  de  le  couilie.  Rdci^nN|Besieiit  la  fome  de  la  coarbe  dépendra  de  cette 
fonctien.  Nous  aUoas  exaniaer  coniient  à  Faide  d'âne  intdgiale  définie  en 
peat  troDver  réqnation  de  la  eouAe  ponr  laqnelle  «  est  nne  fonetien  eontinae 
donnée  de  a. 

Soit  AM=i*,  AP^x,  et  t  le  temps  qp»  le  mobile  emploie  à  parooorir 
l'arc  DM. 

D'après  les  règles  de  la  mécanique  on  a  —    ^Y^m'^y,  donc 


n  mit  de     loraqni'on  prend  Fintégnle  depais  «=a  jaaqn^à  «  =  0; 

^JI^éhAgÊnH  qne  les  llarites  de  V  iBt^;rale  sont  irsa  etx=fi.   Soit  maintenant 

*  =  9(«) 

la  fonetien  donnée^  et  en  aara 

éqailimi  par  laquelle  ê  doit  être  trouvé  en      Au  lieu  de  cette 
allons  ooDSidéref  cette  antre  pins  générale 

/>*  dt 

de  laquelle  nous  cterdMnws  «  en  dr. 

4* 
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DéBiguow  pw       h  fiioettoB 
on  a  comme  on  sait 

oà  »  et    doi?eBt  4tre  tapMenra  à  léro. 

Soit  /î  =  1  —  »,  on  trouvera 

/»  y«-'4y      r(a) .  r(i  -  n) 

l!oà  r«n  tira  e»  biimt  «  =  ^ 

y»-_««2^  ^  r(i)  .r(i-«) 
,(«-»>•        r(a  +  l— ■) 

Ea  nnltipliant  par  y^J'^^i»-  et  prenait  riitégnle  depeis  «  =  0  Jiia^'i 
on  tfonveva: 

/*'  /"  ="-^2           r(a).r(l— «)        /»*  gg-.rfa 

£n  faisant  a  =  xy^  on  anra 

/«^  a«-".ito  y.»    y^-»rfjr  r(tt-n-H).r(ii) 


Or  d'aprto  nne  propriété,  conne  de  In  foDCtion  r,  on  a 

r(«  +  l)^«iX«)î 

on  aora  donc  en  substituant: 

y**     da  rfs 

Ba  multipliant  par  e .  q>(a) .  et  intégrant  par  rapport  à  a,  on  trouve: 
en  tire  de  là  en  différentiant 
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f.  rW'^— y^^^Tîp  y.ôTHÔi^- 
A  l'aide  ie  eette  éfuaikM  Q  née»  bcfle  de  tirer  b  valeur  de  #  de  réfottiea 

''^■^  y. («-*)• 

gn'm  noHipUe  cette  éqBetion  pir  ^Î!^  .  (H^>  V"*^ 
gnfe  depeis  «sO  jne^'à  a=»,  o«  lum 

dtne  en  vertu  de  l'é^oatiott  (1) 
Soit  aaiirteiMit  K  =     OB  eiktiedirt 

y'" 

et 

Cette  éqnatiee  doene  Vm  è  par  fabeciaie  x,  et  par  suite  la  eonbe  eat  entiè- 


Now  allOBB  appUqacr  rrapreaaiim  trouvée  à  «{uelqoea  exenpleB. 
L  Boit 

9  (fl)  =        +  a^a^  '  +  ...  +         = Sifta^) , 
et  la  valeur  de  *  sera 

Si  Ton  lait  a=«3fj  od  ania 

donc 
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Si  l'on  suppose  p.  ex.  que  m=0,  ti^=0,  c'est-à-dire  la  courbe  «Perchée 
soit  isochrone,  on  tronve 

or  s=s^^ys  est  l'éqnatton  Mnine  de  la  qrelolde. 
II.  Soit 

tfa  depuis  o  =  0  jusqu'à  a  —  a^,  égal  à  y„a 
depwis  «sOo  jusqu'à  aso,,  égal  à  9),  a 
depuis  tuss^a^    jusqu'à  a&so,,  égal  à  7, a 

9i«  dCfviB  4»ss4^|  JoBqn'à  a^o»,  épi  à  tf^, 

on  «un 

jr#= X'Vla^l)  '  '*epui»»=0,  jusqu'à  ar=«^, 

  .  rfo    ,    ft^^a.da  _^  ,    /"*~*  y«-ig .  tfa    ,    /**    9,0.  dig 

dcfiis  jr=a»^,  jniq«*à  »sa^, 

où  il  fait  renanitter  fue  les  fomâoiis  Ça^»      ,  9^'  9M«t  doivent  <tre 

telles  que 

car  la  fonction  tpa  doit  nécessairement  être  continue. 
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V. 

DémntHnMm  tTime  «^jiiHi  dg  laquelle  Ib  fenude  èbume 

est  tm  cas  pariimHer. 


Cette  eipNflsira  est  la  mdvtiite: 

^  n^n  -  1)      in-j,  ^  1) 
1  «s*  •  • 

. . ,  +     „  (a— («—  !)/?)-«  (j; -!-(„  —  l)/î)-|-„(«— ni»)-». 

Xj  tt  et  fi  &oat  des  quantités  quelconques,  n  e&t  un  nuiabre  eatier  positif. 
LiiffM|iie  fisO,  l'expression  donne 

+  = 

coMM  il  UnL  Or  on  penl,  oonme  il  «nH»  dénoMtrer  fne  si  reKpreMk»  nb- 
•iBte  peu  ii^w^  elle  4elt  nini  mbiiatHr  ponr  i»sssm  + 1,  cTeel-Min  elle 
est  vraie  ea  génénL 

• . .  H-  y  «  (« ~  (w- (*+(«•—  !)/?)+  «Co -«/ÎJ-* 
b  naltipliaDt  par  (m-^  l)e£r  et  iatégran^  on  trouvera: 

. .  .  +        «  («  -  m,^?)-'  (x  +  7nA')  +  C; 
C  étant  la  constante  arbitraire.    Pour  trouver  &si  valeur  soit 

et  les  denx  dernières  équations  donneront: 

(«— («,+  l)^).=(_l).[(„  +  l)-^_«.„^^,  Ç(i«-l)-»c  {a-m"^ 
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Multipliant  la  première  de  ces  épttiOMi  par  (m  +  1)^  et  joutant  le  piodiiit  à 
la  aeooode,  on  trouve: 

C=  (a— (m-f  1)^)-+'  +  («+1)^  («  —  («+  ■ 
ou  bien       C=  o(a  — (m-f  l),^)» . 

Il  snit  de  là  que  l'équation  proposée  subsistp  de  même  pour  n  =  m  -|-  1- 
Or  elle  a  lieu  pour  «  =  0;  donc  elle  aura  lieu  pour  n  =  0,  1«  2^  S  etc.  c'est- 
à-dire  pour  toutt!  valeur  iiitière  Pt  positive  de  n. 

Si  l'on  fait    =  0,  ou  obtient  la  formule  binôme. 

Si  Fon  ftnt  a  :=     ar,  on  trouve 

ou  en  divisant  par  * 

ce  qol  est  d'allleiin  oonau;  or  le  (weaid  neadin  de  eette  éfuiioD  oTest  antre 
chose  que 

«m  fùÊuA  la  dilérence  ««Bâtante  égid«  à  /T. 
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Sur  l'intégration  de  la  formule  différptifielle  ^  ^  H  étant  des 

fonctions  entières. 


a 

Tm  diitoeiitie  pir  rapport  à  «  l'ezpnMim 
m     f  tAR  sont  des  fonctions  entit  res  d'une  quantité  variable  x,  os  «Attendra 

^^dp-hd(qv^S)  dp  -djq^Jt) 

p  +  qv^R  p-q'/R 

J»»  —  f 

e^esl^dire 

p^  —  q-R 

Oi  d(9VS)=:=dq.Vli  +  ^-^ 

dose  par  SBhstltittton 

{p*-q*B)'/Ji 

par  coBséqsèsl  en  ' 


dR 

2)         )^'^  ■ 


etp*—q*.B  =  N 


onannS)  «'*=^î 

oi,  conuse  on  voit  «toément,  MetN  sont  des  fonetfoss  «itièies  de  ;r. 

Or  z  étant  =  log  ^y^j^,  on  aura  en  intégrant 

*)  /l^-x-^C^- 
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11  suit  de  là  que  dans  la  diiTéruuUelle        oa  peut  troover  ane  infinité 

de  formes  différentes  pour  la  fonction  rationneUe  q  qui  rendent  cette  différen- 
tielle inté^rable  par  des  logarithmes»  et  même  par  qne  exprewioQ  de  la  forme 

log  (^^J^l^*   ^  fonction  Q  contient»  cmnme  on  volt  par  les  équations  (S) 

outre  B  encore  deni  foinctions  indétomiaées  j»  et  f  et  <f  cet  par  ijea  'lonctionn 
qu'elle  sera  éétenninée. 

On  peut  renvermv  la  question  et  iemander»  s*il  est  possible  de  supposer 

les  fmietioBS  p  9Xq  tenes,  qne  9         prenne  une  forme  déterminée  donnée. 

La  solution  de  ce  problème  conduit  à  une  foule  de  résultats  intérressants,  que 
Ton  doit  considérer  eomnîe  aitaat  de  propriété»  des  fonctf— s  êt  1*  foraio 

Dans  CL*  tiiéiuoiru      iiu'  bornerai  au  cas  on-^  est  une  fonction  en- 
vie N 

tiàre  de  x,  en  essayant  de  résoudre  ce  problème  général: 

"Tronver  tontes  les  différentielleB  de  la  fonne  on  <»  et  ii  sont  des 
"fimetions  entières  de  x,  dont  ien  inti^gprsles  puissent  n'esqwinier  par  une 
''ftmction  de  la  forme  log  (ttS^, 

• 

% 

fin  diffi&enliant  1*  équation 
on  obtient 

donc  eu  multipliant  par  p 

c'est^-dire,  lorsqu'on  remet  i  la  place  de       sa  valctir  iV -|-  ç*/?, 
pdN=  ZNdp  -J-  2q-dp  .ii  —  2  pqdq  .  H  —pQ*  ■  dR, 

pdN=  tNdp  —  q  (2ipdq  —  qdp)R  -\-  pqdR), 

donc,  puisfoe 

%  ipdq  —qé^yB  +  pqdB=iUx  it), 
nubien  qM=^ilf.^^p.^ 
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4iNM 

Maintpnant,  ~.  doit  être  une  fonction  entière  de  x;  donc  en  désignant  cette  fonc- 
tion par  f  on  aora 

n  toit  de  li  que  » .       doit  être  une  foBction  entière  de  x.  Eut 

Nos 


1  , 


on  aura 


N=  {X  +  a)-  {X  4-  flj)-.  ...  (X  +<g- 

ASb  ^  «+ai  *"~ 

9  ( J-  J_ 

^ \S't-a'  s  + Si  "  '  '   je+ a,J 

doit  de  néne  être  me  foaetimi  entitee,  ce  qiil  ne  peut  pas  avoir  lien  à  moine 
que  le  prodett  (^r  (x  -|-     ne  soU  faetev  de  j».   H  faut  done  qme 

l»  =  («4.«)...(ar+«U)-i»« 
on  j»j  eet  une  fenetien  entière. 

donc 

(j:  +«)"...  (a:  +  fl.)-.  =      (x  +  «)•  (t  +  ^,)«         +  <g»  -  7*/^ 

Comme  A  n'a  pas  de  facteur  de  la  forme  (x-\~a)*  et  comme  on  peut  tonjeon 
supposer  «pe  p  et  ç  n'ont  pas  do  facteur  commun,  il  est  clair  qne 

m  =        =  .  .  .  =  ïM„  :=  1 

et  ^  =  (x  4-  a)  (j:  +  «J . . .  (j:  -|-  0,0  • 

où  R^  est  une  fonction  entière. 

On  a  donc  N—  {x  -|-  a)  (a:  -f-      .  .  .  (r  -f  n„)  i  t  R  =  N.Ri, 
c'est-à-dire  N  doit  être  facteur  de  /?.    On  a  de  même  p=Npi.    En  sutisti- 
tuant  ces  valeure  de  R  et  àe  p  dans  les  équations  (2.)  on  trouvera  les  deux 
éqnatkne  snivantee 

ip*N-  q-R,  =  1  \ 

La  première  de  ces  équations  détranine  la  forme  des  fonictioos  ff,etHj^ 

5* 
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tt  eelle»«i  étant  détemtnéefli  la  Mconde  éqnatioii  dowiera  eMmite  la  foietiMi 
Où  peut  ansai  trav?er  cette  denlère  fOBCtkNi  par  Téqualh»»  (^y. 

5. 

Maintcnaat  tout  dépend  de  l'équation 

7)  p,*.N-q\R,=  l 

Celte  éqaatioa  peut  bien  être  résolue  par  la  méthode  ordinaire  des  coefiîciens 
indéterminés,  mnis  l'application  de  cette  méthode  serait  ici  extrêmement  pro- 
lixe et  lie  coniluir.'iit  guère  à  an  résultat  général.  Je  vais  donr  premlre  une 
autre  route  senil)lnl)1e  :i  celle  (pi'on  emploie  pour  la  résolution  des  équations 
indéterminées  du  second  deg;ré  !i  deux  inconnus.  La  seule  différence  est,  i}u'au 
lieu  de  nombres  entiers,  ou  aura  à  traiter  des  fonctions  entières.  Comme 
dans  la  snlte  aona  anroaa  aoBveal  beaoÎB  de  parler  dn  d^^  d'tme  Ibiictfoii,  Je 
me  aervtnl  de  la  lettre  d  pour  déaigaer  oe  degré,  ea  sorte  ^  &P  signiOera 
te  degré  àe  la  fonction  P.  p.  ex. 

d(jr"  -|-  aa:"-*  +...)  =  «, 

D'ailleors  il  est  clair  que  les  équations  suivantes  auront  lieu: 

d{PQ)  =  f^P-^AQ, 

d  (P')—miiP; 
déplus  d  = 

si  d/"  est  moindre  que  iP. 

De  même  je  désigaerai,  pour  abréger,  la  partie  entière  d'une  fonction  rationnelle 
«  par  Eh, 

eusorte  que    u  î=  Eu  -\- 
oà  dn*  est  négatiH 
n  eat  cUr  que 

JS(#+#»)  =  £7{,)  +  jE(*«) 
donc  =       lorsque  9^  est  négatif. 

Relativenent  à  ce  signe,  on  aura  le  âiéorène  sutvanC: 
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TionMiae  les  trois  fonctions  rationnelles     v  et  z  ont  la  propriété  ^ue 

"oD  aura  E{u)  =  -{-E{o)  ai  Ô2<iév. 

Eb  effet  on  a  par  la  définition , 

oà  Ai^  et  ^  sont  a^tifil;  donc  en  ODbstitinnt  ees  volemo  dus  r^otion 
( Af)*  +  Su' JSk  +        ( +         +  V*  +  ^ 

n  sait  de  lA 

—  (AFf = « -f  «• -I- Sn'flp  — !  StC^v 
oabiei  (Eu-^Ev)  (&t^Ev)  =  t. 

On  voit  tiséBent  qno  ^  <     an  contnfre 

HSÊt-^Ev)iEm.^Bv)  csl  m  noinB  égd  à  dn>,  si  {Eu  +  S^  {Em^Bv) 
n'est  égal  à  zéro.   Il  bot  done  néoessatreinent  que  (ib— H^)  seit 

=  0^  ce  qni  donne  Eu  =  ±E»   p.  q.  t  d. 

II  est  clair  que  Féquatioa  (7)  ne  ssncatt  subsister  à  moins  ^'en  n'ait 
M/fpi*}  =  à{Ii^g') ,  c'est-à-dire , 

d' où  ,î(iV»J  =  2  (rî^  —  tî;^,  -f-  «ïlî,) . 

Le  plus  grand  exposant  de  la  fonction  Ji  doit  donc  6tre  on  nombre  pair.  Soit 

Cds  posé^  an  liea  de  l'éqnstioii, 

p^.ir — f*.J2;sl,  je  Tsis  prapeaer 

Is  snhrante 

oà  9  est  nne  foactton  entière  dont  le  degré  est  ndaire  ^   ^ — ^  • 

Cette  équation,  conuuc  on  voit,  est  plus  générale;  elle  peut  être  résolve 
par  te  même  procédé. 

Soit  /  la  partie  entière  de  la  functioa  IractioDuaire  -^et  soit  f  le  reste: 
cela  posé  on  anra: 


9)  R^r=:m-\rt\ 
et  il  est  clair  que  t  doit  être  du  2m""  (î<  im;  lorsque  «ViV  -w    »?  e!  '^/l,-n  +  ni. 
En  substituant  cette  expression  de  Z^,  ilaas  l'cipiatiou  (8),  on  en  tirera 

Soit  maintenant 

11)  ^  =  ^x'  +  V, 

on  peut  toujouis  (letermiucr  t^'  de  manière  qae  le  degré  de  t^'  soit  moindre 
qne  m. 

Pour  cet  efiet  faisons 

t    =  a<,  -{-  «i-^      «r*^  «a--'^ 

...         «I  =  /îo  +  i^i^  

'V=  ro  +  n*  +  r^i^  . 

eeln  pos^  l'éqiittira  (II)  domiera: 

I>e  cette  éqnatton  on  dédnim  en  coa^annt  les  coelldene  entre  eux: 

etc. 

y»-»  =       —  2,^»_a .     —  2(^«_, .     — ... 

Les  ai4*  1  F^'KÎi'ee  de  ces  éqnntions  domiea^  conine  il  e>^  eiaé  de  voir 
dnns  tons  les  ces,  les  valeurs  des  m  +  l  qiinntités      fi^...^^  et  les  m 

dernières  équations  donnent  les  valeurs  de  x^»  Yi*  ]r%'"Tm 
L'éqnathm  «apposée  (il)  est  donc  tonjonrs  possible. 
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SnbstitnMrt  dans  l'éfMlioB  (10)  in  lieo  4e  <  sa  Tdeur  de  f  egnation  (11)^ 


*2)         0»,*  — f^X^V  +  ^O^^î 
de  là  e.  «ré  + 

En  remarquât  que 

on  smm  par  ce  qnl  yréoède, 

/'i  =  ±  <i  •  y  +  A  •*    <  «^îî 
»  peat  prendre     avec  le  signe  4|nf  on  vovdn» 

En  svbstitnant  eette  eipieseion  an  lien  de  dans  réqiiatieii(lS)^  elle  eé 
diangere  en» 

13)  + 
oik,  pour  abréger,  en  a  fidt  IXt^  -|-  ■ 
De  cette  éipialien  II  «et  ftcHe  de  tfier 

VF    *  ;  •« 

on,  puisque  t*N  +  s  =     (car     =  /.V4-  r,  *= Ar^  4-    et  f = J, 
Soit  naintenMt 

où  A'^Cd»* 


(f--^)*=(^y+5-ip- 

Or  on  voit  aisément  que 

'(^-lF)<nv) 

*-  ^(f-^)  =  ^(7) 
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doneen&isut  (JlîiiiîL) 
ML  aura 

q = -f oit  dJJ ,  < 
En  snbstitnaiit  cette  expvewion  de  f  âans  l*4quilloii  (liQ  «  àin^ 

c^eet^dire 

«m  en  faisant  pour  abréger 


on  obtient 

Phtoqne  ;         E  (l±|iiï^)  =  a^,  on  • 


par  aoite  la  Aenièra  des  é4|natlons  (14)  donnera 

De  pins  en  multipliant  rapreaflien  de  «g  par  ^  on  obtiendra, 

Or  iifi—t^N=r^,à9aOêt^a=Ns-^t*ir'-r*,  et  r/+«,=iV^(*+<,«iV); 
demdaie  *-\-t*N=R^, 
done    16)  r,•4-«,=:^BJ  =  JÏ 

D' après  ce  qui  précède  ou  a  ^  =  r*  -f-  r* 

donc         *• —  r^*=:     —  r',  ott  (r  +  »*»)  (»•  —  r,)  —  m,  —  r*. 
Or  dir'  étant  <dlp,  fl  nuit  de  œtte  éiputUw  qne 

Veoto-dire,  pniifw  r  —    ai^  o6  d»,<A*, 

«K»  4*  ^1  ^  ^  H~  ^> 

Or  âr2>dt 

done  dtVi<A'. 
On  a  de  ptaa» 

» = Mfi»  -I-  o&     <  ôN  et  Ai'  < 

donc  dt<d[ZV^+dirj. 
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Mais  R  =  N{$    t^N) ,  par  conséquent, 

et  poiflipe  dB=Sâr=îi^ii 

Véq^ÊOnm  p*lf — q*R^=9  est  doM  ]»w  œ  ptoeédé  cimig^  en  cdle-ci, 

où   ^r,  s^iSssii,  d/îj  <  rî,t?  et  f^s <  w,      <  n. 
On  obtient  cette  éqvatioii,  oonune  on  vient  de  voir,  en  fiiaant  • 

étiNt  déteminé  par  réqaation, 

<=:*.*  + V>  où<ÏV<<ï<,  eti=£  (^), 
et  ^  étant  détemlné  par  réqoatioii, 

£^==£(-;^), 

De  ]diui 

18)  |*j  ss=  JV+       iV—  4*/i* 

n  /agit  aafaiteaant  de  l'éqniition  (15). 

S. 

RdeoIntioD  de  r  équation: 

où  d#  <  i>r j,  dê^  <      te  <  <îrj,      <  djJ. 

Divisant  r  équation, 

par  «1^1*  oa  obtiendra, 

Pi»  — 

donc         (^_iiy=(ii.y+j.+  • 

On  tire  de  là  en  remarquant  que  <J  (i-  4-         <  <î  (  ~)» 
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où  l'oD  doit  prendre  le  signe  -f-*       l'autre  signe  ferait  E  ^—^  =  0,  doue 

donc  en  faisant  £         =  > 

Sobatittinnf  cette  valent  de  (î  dans  l' équation  proposée,  on  aura, 

+  +  Va*  •       ~             +     A)  -  «i^,'  = 

oa  bien 

20)  *. .  fi*  -  2r. . .  ^,  _  .ç^  .      =  -  r, 

oit  =  2^     —  r , ,     =  *  +  4rj/i,  —  4*^/i 

L'éqmtioa   E  (^^  =  ft^  éom/Bt 

^  =^i*i  +  *i»  «à  *i  <  *»i • 

Qn  «btlert  pu  là» 

doue  il  est  facile  de  voie  q«e 

L' équation  (19)  a  par  conséquent  la  même  forme  <pie  l'équation  (20);  on 
peut  donc  appliquer  à  celle-ci  la  même  opération,  c' est-a-dire  en  fidsant 

on  amra  . /?/ —  fr^^^  — -|- », 

Bn  ootttianaiit  ce  procédé,  <»  <ri»ti«idr%  apcto  »  —  £  Inuufiinulions,  oettc 

éflMllon: 

on    d,?»  <  . 

Les  quantités      r»«     sont  déterminées  par  les  équations  suivantes: 
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r.ssi;^^,  .#.-1— rw_i, 
A  ces  ifullka»  ou  peut  i|]<mter  ceUcs^i: 

Or  les  noiMbiHi  âfi,  âfi^,  èfi^f . . .  èfi^,  etc. 
fommit  une  iérie  décroiMuite,  on  doit  nécessairemeot  après' «■  certain  iKMubre 
de  transfbnnatkws  trouver  na  fi^  égvi  h  zéro.   Soit  donc 

/y-  =  0. 

r  équation  (21)  donnera  en  posant  n  =  m: 

22)  ^•./S^«-i  =  (~l)-^V'. 

Voilà  l'équation  g:énérale  de  condition  pour  la  résolubilité  dp  l'i-quation  (19)- 
dépend  des  ronctions  s,  s^,  r^i  et^^i  doit  être  pria  de  manière  à  satis- 
faire à  la  condition^ 

a*,  -f  2'5,f»_,  <  dr. 

L'é^ation  (22)  fait  voir  que  pour  tous  les  g,  s^,  et  7*^  on  peut  trouver 
■ne  infinité  df>  valeurs  de;  /<,  <]ui  satisfuot  ;i  l'i-gnafion  (19). 

En  substituant  dans  l'é<juation  proposée  au  lieu  de  v  sa  valeur 
(—  !)■"*  •  *•  •  pVi,  on  obtiendra, 

s,,  fi*-  %r0^  1)"-* .  ^ .  /î»«-i , 

éqmti€«  toojovn  résoluble. 

On  volt  aiB<«ent  fue  /9  et  ^,  ont  le  fiicteor  coonran  $m^\.  Donc  ri  l'on 
auppose  que  §  et  n'ont  pas  de  facteor  eommun,  sera  indépendant 
de  X.   Ûn  peut  done  faire       =  1,  d'oik  résulte  cette  équation, 

Les  fonctions  /9,       /f,, .sont  détemlnëes  pur  l'éqnsHoii, 

en  posant  snoeesshrenient  us  1,  £,  8, . .  .m  — >  1  et  on  remarquanl  que  |ft»sO. 
CTesl-b-dire: 
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Ces  équatiOBS  donnent: 

pm-l 

On  en  tire  par  des  substitutions  successives: 


Onsin  doue  les  nteoys  de  et  de  en  tansferannt  eette  finction  eov 
fînne  «i  frnctiOB  erdinaira. 

6. 

En  wbstttBBnt  dans  1*éqintion, 
pour  V  M  valeur  (—  ly^' .     on  anra, 
où  f  =£^.iî  +  /fj, 

dene  Ç  =  *,+ |=#,  + 

or  + 
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pw  conBéqneiit, 

Vf/  AT  '^a.JNT' 

El 


donc 


—  r  » 


Oq  trouve  doae  les  valenrs  de'jtj  el  de  9  par  latraMfonmtiOD  delafone- 
tioa  en  fractiom  cmtiane. 

7. 

Soit  maintenaat  9  =  0,  et  i  on  aura, 

*.  =  (—  1)— «a. 

Donc  si  re([uatiua, 

eat  rtedleble,  il  &nt  qa'ao  BMitaa  nne  dea  quantités, 

soit  iadépendante  de  *. 

De  rtutre  part,  lonqu'inM)  de  ces  qnantttéa  est  indépendante  de  *,  il  est 
toujours  possible  detronvcr  deux  fonctiODs  entières  Pi  etq  qui  satisiont  à  eetle 
équttiOB.  En  effet  lorsque  ««sa,  onnim  les  valeurs  de  et  de  f  eudun- 
geant  la  jractioii  continne. 


*)  L'équsUoa  ci-detsus  n'exprime  pas  une  t'galité  absolue.  £lle  indique  seulement 
d'usé  Bumlira  tUnégie  cQHmrat  on  p««t  trraTcr  lui  «pnutUés  (i,  {Lj,  (l,  .  .  • 
Si  toutelUÉ  la  fimtlon  «ontiuuu  a  uue  vtienr,  cdla-«t  «ara  toqlonn  ^le  à 

^  N' 
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1 


BtM-l  ' 


en  linetiOB  ordinaini.    Lm  fouettons  s,    ,     ele.  M»t  tm  générd, 
CBt  liaé  de  Tolr,  dn  d^;ré  (»— 1),  lorsque  NR^  est  do  degré  tu.  LN 
de  condition,  / 

donneni  dono  n — 1  étpiatioos  entre  les  ooefliclens  don  fonctions  iV  et  A,;  i| 
n'y  a  donc  qoe  n-{-i  àe  ces  coefliciens  qu^on  peat  prendfO  iiliitftirancnl^ 
les  antres  sont  détermiiés  par  les  égnations  de  condition. 

8. 

De  ce  qni  précède  il  soit  qu'on  trouve  tontes  les  valeors  de  iR,  et  deiVqni 
rendent  la  différentielle  intégrahh^  par  une  expression  de  la  turnie 

en  faisant  meoesniveinont  Ion  quantités  indépendantes  do  ;r, 

Pnisqne  pvssp^N,  on  s  do  mén^ 

/'^P'^l^  —  loir  {Pi^^^±n^\ 


on  bien 


o& 


en  supposant     égal  à  une  coii.s tante. 

Les  quantités  /{, ,  iV,       et     étant  déterminées  comme  on  vient  de  voir, 
'on  trpave  ^  par  l'équation  (5).    Cotte  éqnntt.on  donne,  en  mettant  p^N  an  lien 

de  ^  et  ^  au  lieu  de  -j^f 


/ 
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Il  Mft  ie  là  qne 

Or«B«v«fK^ — s=]t,  doac  * 

^  =  »  —  1. 

Dotte  fli  la  fimcIlM  J?  on  R^N  ta  du  de^ré  Su,  lâ  fooetira  ç  Mn  aé- 
Ai  d«gré  1. 


9. 

Nous  avons  vu  plm  baat  qoe 

OB  feat  toajoiin  anp|»0Mr  que  la  fonettoa  N  est  eoMUnta.  Sa  clèt 
on  a, 

et  par  conséquent, 

etÊiMtat,  en  ftiaant  ss:|i'  et  S^p^^  =  9% 

11  est  clair  que  p'  H  q'  n'ont  poi»  de  tuctuur  coquuuq}  on  peut  dooc  too- 
jours  poser 

An  lien  de  féqoaltoii  p\N—  q*R^  =  i,  ea  a  donc  oeUe-d, 

doat  on  obtient  la  folntiom  en  ftiaant  ilTsas  1  et  nettant  JS  an  lien  de  Jf^. 
Ayant  /IFs  1,  on  virft  aiséaieat  qne 
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aura: 


R  =  r»  -f  * 

2*)        ^(77);  ^=*.* 

'•«+1  =    —  2e-;  *f  ,  =  *^  +  4f,/i„ 
AyMrt  détemiBé  leB^ qiUBtitéft  Jî,  r,>,  par  cftB'éqmtlMt  oa 


ce  qii  rtsHlte  de  réquaties  (Sî)  ee  y  posuit  N=  t 


10. 


On  peat  donner  à  l'expreinion  log  (—^^y^^')  unefinmepliiftniinple, 
savoir  la  forme; 

ce  qu'on  peat  démontrer  conune  II  sait: 
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^  =  «  +  —  1 


1 


4W  a  fw  11  «Morte  è»  Ihcliou  eontiaiies» 

De  ces  équations  on  tire  par  Y  élimination  de  ft^i  : 

donc  a»  .  1^^,  —  /?,  .       =  {—  1)—',  ce  qui  est  conoa. 
Les  deux  écjuations  (a)  et  (b)  donnent  encore: 

Il  Mit  de  la 
Or  «m  a 

^.Jîjs=  (—!)-•. 

done  em  tobstitaant, 

a=  *^  +  4(—  1)-» .  («^  ♦  «f^iV^—  .  i^m^^i)  —  4^»Vri  •  *-»• 
Or,  4' après  ce  qui  précède»  on  a 

= #^  +  4/*^  .       —  4 J,^ .  /«S-t, 

doae  * 

=  (-  1)"-^ .        .  a^iV— <Vi . 

8oit 

=  /Î.K«.,  et  4Va=  — ^.î/JI„ 

OB  aura  ea  amltipUaat, 

m  m  vient  4e  voir  que 

«-,^«-1  —  «.-I .  ^  =  (—        et  ^  «««^iV^—  /î- .  (—ir 
an  tire  de  là  . 


et  ie  ta  même  saAière, 

2-. .      =  (—1)-.  (r.-  yB)i 

cm  en  tire  ea  divu»aat: 
c^6ft4-4lie  ca  MdtipliaDt  par 


=  r.-        '  517' 
MB  ^sSa  •  •  «  4lB 


d'où  l'on  tire, 


^  i'»  '  r,  -        *      -        *  r,  -        *  *  '  *  r-  -       *     »•  ' 

Or 

jU    g.  v/;V4.  fi.  y/Jg, 

il. 

Eb  dilréreiitimt  rexpression  z  =  log  (^^^^^^^' )  on 

réductionti  nécessaires: 

  2(».  d^.  -  ft.  rftt.  )  ^  R^  -  eu  p.  (^trf jf-AMai,) 

Or 
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OB  aura 


.  VJ¥JI,  ' 


Dans  celte  expreMten  ««  est  toot  «n        de  4egr<  <»t  ^  ^ 

aéeeesaireiMei  dn  degré  (a  —  1  +  d»,),  dont  oo  peut  se  eomniBcce  de  b 
■làre  suivante. 

En  difTérentiant  l'équation 

29)  aîi,.iV^^i,.«,  =  (^l)-.*.,  '         ,  ■ 

on  trouvera  ia  suivante: 

2a„Ai/a„  +  «^rfiV—  2pf,d^« .     —  ^l,dB^  =  (-  ir-'rfj., 
ou  en  rnuUipliapt  par  n„N, 

Mettant  id  à  la  place  de  o^i^  sa  vatenr  tirée  de  réfnation  (29)»  qn  tini^ 

=  (_!)— «a^iVifc^,  cTest^àHUre, 

—  (_  l)-»(#.(2ZVa«.  +  tt.rfZV)  —  ajva.). 
En  vertu  de  F  équation  (87)  le  premier  nombre  do  cette  équation  est  égal 
i  fi^i-^iy^çji»;  donc  on  aura, 

soi  &  +^-^  -  «- 

^    rfx     ^    rfr  /  *P 

Puisque  âs^<n,  le  second  luembre  de  cette  équation 
-  dn  degré  (ds^  +  '^^•^      —  1)» 
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Or  te  réfttliM  (98)  fl  Mdl 

or  âN+  ôR^  = 

^m/k-MÊn,  f.  Mt  Béoenalrenttat  èi  éegié       +  »  —  1). 


Il  sait  de  tà  qoe  la  fonction      est  du  degré  {n  —  1). 


Fataant  du»  la  foranile  (28)        1,  <n  aura  t^^r,  et  par 

«)  /^='«<4^^)+'-«(;;:-^)+-+"»(^::;-)- 

où,  suivant  l'èpation  (50), 

L*éqaatioii  (88)  doaiw,  ea  lUaaat  = 

et  loraqae  iV=  1 , 

D'aprèa  oe  qui  jpréoède,  cette  foraule  a  la  même  généralité  qae  la  for> 
mate  ^S)  et  deoae  toutes  les  intégralea  de  la  foroM  J*^f  oà  ^  et  JZ  aoat  des 
foaetioBB  entières,  qui  aoot  es^niaiablea       ine  fouetlon  logaritbatiqoe  de  la 

12. 

Daaa  r<qaatioa  (88)  la  fooetioa  y-  est  domée  par  réqoatioa  Mais 

00  pent  ezprioier  cette  fonction  d'ane  manière  fias  commode  àraldedeaqoaa- 
titéa  t^y  r,,  r,,  etc.      fi^,  etc. 
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'f 


r.+  i^JI  /il  ' 

 iïTS  7Ï» 

Or  MM»  airow  m       haut , 

en  miiItipliaDt  par  «..^ 

e'estrà-dire, 

*■ .       ^ .       +  '•m-,  —  (2*«-, .        —  r^,)'. 
Or  r,  =  2*     //^j  —  r^, , 

doDC  en  gubstitoant  cette  quantité, 
iToâr  r<m  trwiTe  par  tuMposItlo^  ' 

,       n  mil  de  oette  éqntttem  que  r*.  +  '«-'<ii^  *  1*         vtlenr  peur  low 
Im  M  et  f  «r  conséquent  qie 

or  BonB  «nnui  va  pUu  hmitqiie,  rj*-|-Mjs=/^  et  par  aaile» 

54)  7î  =  r»„ + 

Substituant  cette  expression  pour  R  dans  l'équation  (33^)  on  anra  nprèa 
les  réductions  convenables  : 


puisque         £*^.  u^.  —  r^,,  le  terne  —        •  4"«  »« 


en  —  +        •       •    On  obtiendra  donc, 

et  par  riutégration. 


% 
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Cette  expression  est,  eommc  oh  vuit,  une  furmule  de  réduction  pour  Ipk 

iatégrales  de  la  forme  J^.^.   Car  eUe  donne  ïlMàfoàêJ!^'^ 

par  nne  titire  inlégrde  d«  la.  néne  forma  et-  {«r  oae  intégrale  de  la  fonne 

J^^*  oft  #  est  «ne  foaotton  entière. 

Mettant  dans  celte  formule  a  la  place  de  successivement  wj  —  \  m  —  2,... 
3,  2,  1,  on  obtiendra  m^l  équations  semblables,  dont  la  somme  prodoira  la 
formule  ««livaiite  (en  remarquant  que  r^—  îsft  — r^=.tJ9  en  Teita  de  ré^aa» 

On  lient  encore  réduire  l'intégrale  1'/^.  Différendant  TexpresBion 
on  aura  après  quelque  rédactions, 

^  2dt^NR^  —  t,{R^dN—  NdS^  )  •  • 

Or  en  a  , 

substituaftt  donc  cette  valeur  de      dans  l'efitiation  ri-dessus,  on  trouvera 
donc  en  intégrant 

L'expressioa  pour  / .       se  transformera  par  là  en  celle-ci, 
c'cst-i-dire,  en  mettant  &  la  place  dea  quantités  t,  z^,  t^...  leurs  valeurs, 
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-'^C-t^)-'''«C^-'"«Ci^f2):^-"-'<*(^)- 

Cette  fononlfl  est  enttèrenent  la  mênie^a  h  formule  (28);  elle  donne: 

+ «(iwr, + ^^dW H- 4^. A — 

Mate  rexpreaakm  d-4essas  dispense  im  cakal  des  fonction  ccm  et 

—  .  -  -  ^  8  évauuuit  t  t 
.■  ▼  * 

.1'  •  '  '  . 

on  4d»tient  la  forniH^  suivante: 

Lora^e  Aina  Texpros^n  06)  27  ss  1,  on  aora  I,  =:  r  et  par  suite  : 
et  lorsqu'on  fait      =  «: 

=,.,C4^)  +  .„,(:..^^«J  +  ..;  +  ,o,(:^).;  ; 

En  vertn  de  oe  ifnl  préoëde»  cette  fonnnlo  a  la  même  généralité  ^ 
et  donne  par  eonséquent  tontes  les  intégrdes  de  la  forme  /  '''^  ,  où  f  est 

\J    y/'  MX 

nae  fonction  entière,  cjui  peuvent  être  expriméet»  par  ujie  fonction  tle  ta  forme 


15. 


4»  * 


NonB  tiWttB  vu  d-doonuo  içn 

i^h^-t  +  -i.  1 


En  général  les  quantités  /#,  ju, . . .  sont  diflërentes  entre  elles.  Mai» 

lore^d'one  des  quantités  j,  J^,  .  .  est  indf'pt'ndantc  dr  r,  la  firttCtion  CO»« 
tùuie  devient  pModiijue.    Cela  on  peut  démontrer  comme  il  suit. 

On  a  r«  +  j-|-*,.*^j  =  i?  =  r»  +  «,  . 

donc,  lorsque      =  a. 

Or  ^^^ssâr,  â*<ârt  ds^^  <iâr.  Cette  éfnlfaw  w  peut  toe  mbsiita*  & 
noiM        n'ait  6tt  nkéne  tcwpfl» 

w  a  de  même  /i^^  =« .  mais  J5 = /i , 

donc  /f^^a=«^. 

On  a  de  plos 

donc  ayant  =  o,  r„+,  =  r,  ft^+^  =  n/i , 

on  en  conclut  *«+«  =  ''(l  +  4//r—  i^i^i); 

«  *j  =  1  +  4/ir  —  4(uV, 

doue  »^=«, 

On  a  de  mène  =  ^^'^f^'m+i  —       =*      —  r, 

et  Tj  =     —  r, 


d*oft  Fou  tire 
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ËD  continuaDt  c«  procédé  on  voit  sans  peine  qu'on  aura  eD^|^^|r^:^|^  ^ 
10) 


i  :,  I  l>» 


Le  signe  -j-  doit  être  pris  lors^e  n  est  pair  et  le  signe      dans  le  cas  coi- 
traire.  j 
Mettant  dans  l'équation 

«4  h  plaee  de      on  avra, 

»•»  =  »•.  *.-»  =  7-- 


•<  -JJ 


c'ett-à-dire  ' /j^a= -L 

t    '  .  '  •  • 

Or  y  +  r,=ss£»/i,  doèe 

r^,  —  0»— 1  —  . 

On  a  .•      .     .  ri.i-j-*»_i.*,_ï=r'4-*iri,  ,  '  • 

c'est^è-dire,  poisoae  ««.t  s 

Or  nous  avons  vu  que 

doae en  iDlwtitiiaiit,  ..'r  .,A-   >  .  .1 

Cette  éfutton  dooM,  «a  mnaiviaiit  ip»  ^(>Wi  +  **!» 

8 
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et  par  coiuiéi|iieiit  r„_i  =  r ^ . 

Par  uâ  proeèdé  senbbble  on  tronvera  aisémeai^ 

et  en  général: 


A)     Soit  m  un  numhrc  pair  =  fk. 
Dans  ce  cas  on  voit  aibéiueat,  eu  vertu  des  équations  (41)  et  (i2),  que 
les  qunntitci»  r,  r^^       r,...«j  /»^^  forment  les  séries  soi» 

vantes: 

0  12  ...fk'9  U-i  Sk  M+1  U-\-i...4k-l4kik^l         4Â-j-3 4^+4 

r,      r,  etc. 

*j  etc. 


.  as. 


1 


r 

a 


r 


OS 

l 


s 


r 

1 


T 


*»t       I»»  «te 


B)   Soit  m  lin  aowbre  loqiairaB  tft— 1. 
Dana  ee  eaa  les  éqaations 

donnent  puor  n  =  k, 

#Ki  =  É^**  .  *fc  , ,  donc  a  =  1. 
Les  quantités  r,  r^,  etc.  s,s^  etc.  ^,  ft^  etc.  forment  les  séries  suivantes: 
0    1    «...  *— t  A  .    *-f  1  . . .  2k— 2  ik—1  2k  2k-\-2  etc. 


-i  't  • 


411.1  'fe-n 


r 
1 
r 


r 


ete. 
etc. 


1  1 

On  veit  par  14  que,  lorsqu'uae  ies  fnanlitéB  s,  . . .  eat  indépendaate 
de  «»  la  ftractien  eoaâaee  lémltant  de  yB,  cet  tonjeiiini  périediqne  et  de  la 
fume  lalvaBte,  loteqiie 
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M  en  ta|»air»     a  de  plu  «  =  1,  et  per  lette; 


2\i^  etc. 

Le  réciproque  a  rgalenifat  lieu;  c'est-à-dire,  lorsque  la  fractJoQ  continue 
résuUant  de  y  H  a  la  forme  ci-desws,      sera  indépendant  de«;  En  effet  soit 

Or  r.  =  r._,  —  2^^„  où  âf^_,  <  <îr,  0  eit  cltlr  (pe  r.w+fB,  OÙ 
On  tire  de  là 

et  par  eeeeé^ent  s^  =  a,  en  qn'il  fallat  démontrer. 

En  combinant  cela  avec  ce  qui  précède,  on  trouve  la  proposition  suivante  : 
*'LcN»qtt'il  est  possible  de  trouver  pour  ^  une  fonction  entière  telle»  «jue 

"la  Indien  eoettaae  idenltant  i»  YB  aert  pdriedl^  et  «m  lafeme  anivanle: 


^"'^  2(1.,  +  etc. 

"et  récipro4|uenient,  lorsque  la  fraction  continne  lésnltant  de  YR  a  ce^^fenl^ 
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"il  est  toujoars  possible  de  trouver  pour  p  âne  fouction  entière  qui  pati^t  <,«  , 
l'équation 

Ia  tomtdan  jr  est  douée  par  irei|iremioii  airivanle: 

Dans  cette  proposition  est  (  onteouc  la  KdtttioB  complète  dqpr<»bième  pro* 
posé  an  commenceoieDt  de  ce  mémoire. 

Noos  finaiM  de  voir  qne,  lonqae  est  ialépendant  de  je,  m  awatoofoim 
4^^4^r-^  lon^rjr^  esiiedépeMlaDt  4e  ^  on  anra  4^^=  m  e  etrt 
eewtnt  .  'Le  técipio^.a  égaleaieiit  lien,  ce  qe'oit  peut  ^Ijénentrer  coneie  0 
anlt: 

I.    Soit  d'abord  *^  =  #^, 

Déplus  r^=/#^.#^+f^, 

deno  -  r^_^  =    i,.^  —  fi,^  -h  ,     \^  ' 

doue  «I  mdwfttaant, 

Cette  éfnikHi  deane,  en  remarquant  qoe  ^f^<ds^i  ^^^<às^^. 
Or  rj^^=r^  —  te^,  donc,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

et  puisque  r^j  =      —        pn  en  conclut. 
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donc  Vf* 

Ed  eomUnut  cette  é^attoà  avec  eelleSfd»  ,,!  .  t  .1: 

on  obtiendr»,  .  '  . 

En  continuant  de  cette  manière,  on  volt  dfiément  ipfim  ann  en  général: 

''h*~ 'V*-i /'*-»^»  **+«~*»*** 
En  posant  dans  la  dernière  équatioB  nssk^it  en  trenfwn» 

Or  il  est  dair  que  s.^  eat  la  même  choae  ^  1;  caron  m  en  géniteni» 

donc  en  biaant  m«s^O» 

r  Jlrissi* 

mais  Jtsr*-4-«,  âone  «.i=:l«  et  par  conaéqnen^ 

U.   Soit  en  second  lien  *^  =  ri*^,. 
On  a,  ^=A  '»+V«**'*.>  =  ''».«  '*M + 

Or,  —  rjj_,  =  —  fc^,  »  donc, 

Cette  équation  donn^ 


Donc  des  équations. 


on  obtient  en  ajoatani. 
On  a  de  plus» 
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et  pai8^,  r^^  =  r^^  et  *^==cjtj_,. 

En  conCImmt  de  cette 


^tÊlMSre,     est  indépendant  de  », 

Cette  prefriété  des  quanlitén  ete.  fidi  voir  çie  réfoatkn 

est  identiqoe  avec  l'éqiutioii  o^.»^,  et  qae  l'équatioD  =  1  ent 
identique  avec  l'équation  *j=«j_,.  11  soit  de  là  que,  lorsqu'on  cherche  la  fonne 
de  H  qui  convient  h  l'équation  a,  on  peut  au  lieu  de  cette  équation  poser 
#j=  a*' .  jj^j ,  et  lorsqu'on  cherche  la  forme  de  R  qui  convient  à  l'équation 
*^j=  1,  il  suffit  de  faire  *^=*^^,  ce  qui  abrège  beaucoup  le  calcoL 

16. 

En  vertu  des  éqittieM  (M)  et  (4S)  <m  pent  deuer  à  T  expression  (M) 
vue  ferme  pins  simple. 

s)  LecMpe  m  est  pair  sss  fk,  on  n: 


4S) 


44) 


b)   Lorsque  m  est  Impair  =  9k —  1,  on  a: 


17. 

Pour  appUqncr  ce  qui  précède  à  un  exemple»  prenons  f  intégrale 

On  a  id  iR^A,  doue  les  fonctions  m,  «i,  ^ ...  sont  du  prénder  dkgn^  Ot 
par  suite  l'éqnatton  #M=conBt  ne  donne  qu'une  seuio  équation  de  condition 
entre  les  quantités  <^  §f  f,  d,  «.  ..\  ■ . 

Faisant 

on  anra,  . 
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Pttor  ûxég»  le  etloi^  nom  ferons  csO;  doue  «sn^  et  ptr  CMMéfoe*^ 

I>e  plus 

r^  =  r  —  te  =        aj-  -j-  b  —  2A  =  x*-\-  ax  —  b. 


Sirft  loaîiteiart  en  prenler  llev 


Alors  réfudoB, 


par  eontéipwirt,  -  '  r=«*'|'Ar, 

V'(Cf»+  ax)«+fcr)  ^  Vj»+«*  -  ✓    /  * 

Cette  intégrale  se  tronve  anaai  fedieiaewt  en  ninlti|iliant  la  différentielle  en  bant 

et  en  bas  par  .r. 

Soit  en  secoad  lien  a-,  =  constant 

Dans  ce  cas  la  tornmW  {i^  )  donne,  k  étant  =  1 , 

Or  réfaation  J^ssèonat  donne  #,issc^  dem^ 

—  z-i  -f*  1  as  eev. 
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L'éqmfkM  de  ooidition  aetà  dotac  ifi  4»  f  ssO,  cTett-i-din, 

«as — 4aBf 

donc  Jï  =  (x*    «r'.f-  44*». 

Déplus, étant  sas £±5,  r  =  +  6,   r,=x*  +  <ur  — 6,  ou  aura 

la  foniiule,  *  •       i  , 

Soit  en  troMéne  liea  «,=e<MSt 
Cette  éqoalion  donné  e*eat-&-dire^ 


4*    '    106*  * 


On  tire  de  li, 

e  :==  —  2*  («rt|/^(««+ 4*)). 
La  focnuile  (44)  donne  par  conséquent^  patei|iie  k^ft, 

/(5ir-Ha:f  ^  ✓(a«+4*)).4fa  • 
K  ((x*  +  ar  +  A)*  -  M«  (i±  v^w*  +  6))"  !  ' 

Si  par  exemple  a= 0,  6  =  1,  oa  anra  cette  intégrale: 

./K((**+l)«-4»)         *  Vjr«+1  -  ✓((*«+l)«.4xJ^  ^    *V^-l -✓((«•+ 1)«-4^' 

Soit  en  ^atriène  lieu  «'4=eon8L' 

Cela  donne  .y,  =  r*^ ,  c'est^dire: 

.  (3^+  rS^)'-  c + -  *) = ^- + + 

On  en  tîre,  en  comiiarant  î«8  coeffielens  et  ensnite  en  éliininaDt  c, 

(<-f  4«A)*=  16/;»  — p(^  +  4rtA),         ••         -  •  : 
t/^  _|_  6«/*   f      86'  —  Ba-'ô*,  ■  '• 

«  =  —  3a*    V  (86»  +  «^^^)  ==  —  *((3a  ±  Yif^  -f  86j). 
Eû  vertu  de  cette  expression  la  formule  (45)  doooe, 

«/  K((*«+M+*)*-A(3o+ i/(o*  +  8*))*)  *V*«  +  «*+»- / 

J_       <"**-»«r-*-H/ig\  .  ,  -fw+^a  (g  -  ✓(a«  ^■8&))■^  ✓J?^^ 

^     »  -  ✓«V^Ï^«V,t+«,  +  i„  (a  -  ^(«.  +  86))  .  ^»)' 
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8t  FoB  lut  p.  «L  assO,  ^s^,  on  ofcUeidmi 

De  cette  manière  on  peut  conéaiier  ei  tnmver  U 
d'intégnles.  AiMi  pu  ex.  l'istégnle 

(x  +  |).dE» 


pent  s'exprimer  par  des  logarithm^. 


NèoB  tmm  kA  ^ercU  les  iit^inlet  éà  bfonne/^^  qii pMveatt'ex* 

primer  par  une  fonction  logarithmique  de  la  forme  pour- 

rait  rendre  le  problème  encore  plus  générai  et  chercher  en  général  tontes  les 

intéî;ral<>s  de  la  forme  ci-dessus  qat  ponrraient  s'exprimer  d'une  manière  quel- 
conque  par  des  logaritlniK  s  :  mais  on  no  trouverait  pas  d'intégrales  nomiieUes; 
car  le  théorème  suivant  très  remarquable  a  lieu: 

"LofBqa'ose  islégnle  de  Is  fome  ^ eè  ^  et  il  soat  des  fiono- 

*tieiis  entièfcs  de  4^  est  ez|(riissble  par  des  logariAnes^  es  pest  tos- 
"jeus  Péxprtaier  de  la  mudère  ■Bi?ente: 

"sb  A  eel  coMtis^  et  ;i  et  9  iM  IbseliOBS  estièret  de  * 
Je  ne  réserve  de  dèseslrcr  oe  Aéerème  dus  une  sUre 


• 
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Beekêreké  mut  la  sérié 


T. 

l'on  fait  subir  au  raisoQQeniont  dont  on  se  sert  en  ^énpral  où  il  s'açit  des 
séries  infinieii,  uu  examea  plus  exact,  ou  trouvera  qu'il  eut  en  entier  peu  satis- 
foisant,  et  que  ptt  canàéqoeiit  le  moa^n  des  théorèmes,  coDcenait  les  séries 
MÀiiéâ,  qui  pcavest  élt«  eonsUéréB  oosne  ligMmseaieftt  fondéis  est'  très 
l^llé.  du  applique  ^à  feirdtasire  les  opénitioBS  de  Faiulyse  tnx  séries  idi* 
idès  dé' 1s  même  maiière  qse  si  les  séries  étaient  ihies,  es  se  me  senAle 
pas  permis  sans  démsMlratieii'  partienlière.  SI  par  ezenple  os  doit  mnlti|diir 
éavs  séitai  isftiieS:  Vus  par  r«atnv  «s  pose 

(Pb  +  «I  +  "«  +  ">  +  ^'c  )  (''o  -h    +  «'sH-«.H-etc)=:ii^f»o+(«o  «'tH-"i*J 

-f-         +         +  "a^o)  +  etc. ...  +  »,Vt  +  ■ . .+  «»»'o)  +  ^tC- 

Cette  équation  est  très  juste  lorsque  les  séries  i/„  +  -j-  . . .  et  4"  ''i  H"--- 
sont  finies.  Mais  si  elles  sont  infinie!>  il  est  d'abord  nécessaire  qu'elles  con- 
♦ergent,  car  une  série  divergente  n'a  pas  de  somme,  et  ensuite  la  série  dn 
seconé  membiv  doit  de  mi'me  cuaverger.  C'est  seulement  avec  cetie  restric- 
tion que  r expression  ci-dessus  est  juste;  mais,  si  je  nn  me  trompe,  jusqu'il 
présçDt  on  u  y  a  pas  eu  égard.  C'est  ce  qu'on  se  propose  de  faire  dans  ce 
traité.  D-y-a  encore  plnsieurs  opérations  seroblaUes  k  pronver,  p.  ex.  le  pro- 
cédé ordinaire  de  la  dirision  d'osé  qmmtité-  par  ose  série  iafinie,  celui  de  l'élé- 
vation d'une  série  isisie  k  sae  psissasee,  cefaii  de  la  détermlsatimi  de  sobT  Io> 
gavithsie,  de  son  risns,  de  son  cosfnos»  etc; 

Us  antre  procédé  qn'on  trouve  fMi|nemmest  dans  l'ssslyseii  et  qui  ssses 
sosTsat  conduit  auic  conIradicliOBB»  e'est  qii*<Mi  se  sert  é»  séries  divergentes 
foor  l'évahiation  des  valeurs  npméri4|iies  des  «éiies.   Une  série  dlvetgeste  ne 
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peut  jamais  être  égale  à  une  qiiantiU'  déterminée;  elle  est  seulement  une  ex- 
pression jniiissanf  de  rprt» riiea  propriétéSi  qoî  se  rapporteat  aux,  opérations  aux- 
^eiies  la  svvu'  est  sujette.  '         •    .  ■       .  > 

Les  scrits  diver^ntes  peuvent  (itielquefoift  servir  avec  succès  de  symboles 
pour  exprimer  Vaae  on  1  autre  proposition  d'ane  manière  abrégée;  maiti  ou,  ne 
saiiTait  jamais  les  mettre  à  It  pkoe  deft  fWiIHés  déteruioées.  Par  un  tel  pro- 
oédé  en  peut  déawatrer  fïMi.  «e  fifoB  ml;  Finiponible  nuai  biea  fne  le 

fKlMlble.'    m- 

^..iXta«r  desaérioè  iMpIm^reMniHibleB  din»  f  iuMlyiailgébrkpie  e^toall^-cit 

^  ^  .;.^..._^*»("-\)(-»)--M''->))^^etc. 

iMmfm  *i-6it*iiii  nonlwe  eintier  positif,'  on  iMit  fM  1»  amm»  de  cette-  eériei 
pf.daM  ée  cas  est  finie,  peut  s'exprimer  par  {i^xjT,   Léraque  4» ia'esl  fie 

un  nombre  entier,  la  série  ira  h  l'infini,  et  elle  sera  convergente  on  divergente, 
selon  les  diférentes  valeurs  qa'oo  attribue  à  iw  et  à  dr.  Dans  ce  cas  on  pose 
de  néme  l'équation  i  .  ' 

'  (l+*>-  =  l  +  -2L.;e  +  j:^2^.««4.etc:' ,  ^ 

■aie  diéie  Tégelité  exprime  eeilraiéet  foe  les  devx  esnteeiloîie 

ont  certaines  propriétés  communes  desquelles,  pour  certaines  valeurs  de. et  et  de 
9,  dépend  l'égalité  des  valeura  anaiériqaeB  des  ei^prej^siese, ,  On  suppose  que 
l'alité  smnériqQe  aare  toujours  liei^  lo>*f<ie  la  série  est  t^nvergente]  nais 
c'est  ce  qui  ineqe*à  présent  s'est  pas  encore  démentré.  On  n*a  pas  méni^ 
exaniné  teos  les  cas  oft  la  série  est  e<mTergéttte.  Lors  Béme  qu'en  jiippeiiè 
fezistenoe  de  réqnaClen  ci-desans,  II' reste  ^enrtant  à  ^erdm  U  mimt'  de 
(i-\-x)r»  car  cette  expression  a  en  général  une  infinité  de  valeais  diférentes, 
tandis  que  la  série  l-\-tnx-\-  etc.  n'en  a  qpt'une  sevle. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'essayer  de  remplir  nne-lnoaie<par  la  réee- 
Iwtie»  complète  du  problème  suivant:     "       -        '   '  -'...u,'.  •      •  ? 
'  j"    '  '^Trouver  la  somme  de  la  série  i  ' 

1  +     .  X ^  ^  +  .  ^t»  4^  etc. 

,  "^Mr  tovies  les  valen(s  réelles  oo  InisgiBatejes  de  :v..et^de  si  peur  les- 
"qoelles  la  série  est  ceaTergeste." 

9  * 
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11. 

-  .  Nous  allons  d' abord  établir  quelques  théorèmes  oécessaires  sur  les  séries. 
L'exellent  ouvra-j^e  de  M.  Cauchy  "Cours  (F anah/se  de  1' ér»!f  pohfterfnnque", 
qui  (loU  iHre  lu  par  tout  aiuilystc  qui  aime  U  rigueur  4wm  les  recherches  ma- 
thématiqin  s,  nous  servira  de  guide.  •  " 

JJé/inUion.    Une  série  quelconque 

'  *V  +     +    +     +  ^« 
sera  dite  convergente^  si  pour  dttfvileim  toujours  oolMtiitBtt  de  m,  la  aomne 

«V, +  +  +  s' approche  JiidéfialÉMBld*viieGerMieliiillei  Cette  Unlto 
ft'appellen  £b  Msune  d$  le  êérie.  Deae  le  cae  centralre  le  eérie  een  dMe 
iilbfa^êiàe,  et  eUe  n*e  yee  àe  eemme.  B'eprèe  cette  défaiHfoB»  pber  qi^^ 
atftie  eeft  covrergeHle^  il  eet  aéeceeealre  et  a.  eefit  ^  peur  dea  -valeHie  te«* 
joen  ereieeaBiea 'de  la  aomne  +  «'■f i  +  •  •  •  + e'efpniohe  iel^ 
fiaiment  de  aére^  qoelle  que  aolt  la  vdeer  de  n. . 

Donc,  dans  une  série  conveigeete  qfoelcoaqne  le  tenue  gcaéial  e*^ 
prochera  indéfiniment  de  zéro'^). 

Théorème  1.    Si  en  désignant  par  ç^,        ^...uiic  série  de  quantités 

poeittra^  le  fuetleat  pour  dee  valeara  tof^onra  creissantea  dea^  e'approche 
ladéiaiBeat  f  aae  ttaiite  a,  qai  eat  plaa  grande  foe  1,  la  adrie 

*oeo4-*i      +«,      +      +  + 

eù  «Ht  eet  une  quaotlti''  qui  pour  dee  valeara  teiijevrs  croissantes  de  m  ne  a*«|»- 
]Nroche  pas  indéfiniment  de  zéro,  sera  néccesBairement  divergente. 

némrème  U.  Si  dans  une  série  de  quantités  poaitivea  (Iq  4~  4"  •  •  • 
'-|-  ç„  le  fBOtieat       penr  dea  Taleora  tenjonie  ereieeeatea  de  ai  n'approche 

inddêaiiieat  d*nne  Undte^  qnl  eit  pka  petite  que  1,  la  aéiie  ... 

+  +   

eh  tt*  «i>  't  ^       ^  ^piaatltéa,  qui  ne  enrpaaaeat  paa  Pliait^  nen  néeeat^ 

eiirement  convergente. 

En  effet  d' après  la  supposition  en  peut  toujours  prendre  m  asses  grand 
pour  que        <  «p.,        <  ap^i, ...        <  eeM-t-i*     U  «ait  de  là  qne 
'Çm  6t  par  suite 

*  *)  Pour  abréger,  on  aigiiifier*  dans  ce  mémoire  jiar  u  uae  ^uantitti  qui  peut  être  plua 
petite  fM  tante  quotité  daaaia. 
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donc  a  pli8  rarte  raison  '  " 

Or       ifi(ani<a».^.el«<l,  ttestcNrfi»  «yst  pw 
saune     •  ,  .  . .  > 

aura  zéro  pour  limite.    La  série  ci-dessus  est  donc  convergente. 

Tkétrème  ÏÏL   Enr désignant  par  f,,  t^, 
qodcoBfMB»  si     =  r„  -j-    -j-    -j- . . .  +  f„ . . .  est  tovjoiir»  moiiidre  fsW 
fnatité  détemioée  d^  on  au» 

0^  4»«        * .  •  M»at  de»  ^DiûiUléi  pMiUvcs  dèeroîsMntes. 
En  efet  on  a  .  ... 

.       .  ,  •       ..  •  ,:i> 

donc    r  =  *,^.-f,,(|ij— |,JH-*,(|»,— +     +  y^J, 

00  bien 

^  =  /'o  (^0  —  f,)  +/»!       — «,)  4-        -f  (*»-!  —  «m)  4-  /'m  V 

Or  les  iliiléreuces  — — ^(^nt  positives,  la  qoanlité  r  sera  évi- 
deouuent  moindre  <[ue  ^f^. 

Définiium.    Une  functiua  f\j:)  sera  dite  fonction  mtUimie  d«  j:  entre  les 
liaaHes  x=a  et  ni  pour  une  valeur  quelconque  dear  lateraédiaira  entre 

«ee  liadtei^  la  ipianlité  /{x—fi),  pour  deo  vateoni  toujours  déerotaMotea  de  jî, 
a*apffoAe  indéfia tment  de  la  liarite  f(x).  ^ 
IV.   Si  la  aérie 

/*(«)  =±    +     + • 
cal  convergente  ]ionr  nne  certaine,  valeur  d  de  «r,  elle  aéra  anaai  convergente 

pour  toute  valeur  moindre  de  «,  et,  pour  des  valeurs  toujours  décroissante* 

de  fi,  la  fonction  f{n—fi)  s'approche  iadéininieat  de  la  limite       auppoaé  que 

n  8oit  ^al  ou  inférieor  k  d. 

Soit  i     +  «'i"  +  •  •  •  4- «'■-i"""' =  9^")- 

canra  V(«)===(|)Vv.d-+(f)'^\W-+^ 

donc^  d'aprèa  le  Ibéoftoe  (IH)»       <  (  ^-)*'  P>  P  désignant  la  plan  grande 
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des  qnantlIéM  v^,.  •-fi«>"+S  vj'  +  +  v^*^  etc.  Ob 

|HNirni  iorio  pour  toute  nlcw  4e  a,  égale  «m  iefiérieue  à.^,  prenlre.»  aMM 
grand  iimir  fa' or  ait  , 

tp(rt)  =  (0. 

Or  /ta)=qp(a)4.  tf  (a),  donc /(a)— /|[«~-/9)=(f(a)--y(a  — /f) o». 

T>e  pins  9)(a)  étaot  une  fbnotioji  eotière  de  a,  on  peut  iweadre  fi  aasei 
petit  pour  que 

y(a)  — «3r(a  — /?)  =  «; 
donc  (le  iiH^iiie  /l") — /l"*     f^)  =  **  » 

ce  qu'il  fallut  démontrer.      "  "  • 
TftMMMV.  Soit 

ue  série  eoavergeiKte^  dans  laipielle  v„  f.,  «ont  des  finustloweMilhiifes 
d'une  mén»  foantité  variable  »  entre  les  liaMes  «s=a  et  «ssA,  la 'série 

/(*)—••  + +  ».«•  +  ••  • 
oli  <*<^  sera  eoMvvrgeite  et  fonction  contfatue  de  9  '«lire  les  nénes  UnHes. 

n  est  d^  dénontré  que  Is  série  /(x)  est  oonveigente.  Qne  la  fonction 
/(»)  est  oontinBe  poun  se  démontrer  cohéio  il  snit 
Soit 

.  n  +     +    +         =  y 

OD  aura 
Or 

=(t)  -     + (-rr  w-^ + (T-rW""'+ 

done  én  désignant  par  0(x)  'k  pins  grande  des  quantités  vjn^i  Vad"+*^»H^S 
V,.d*4-»^",d-+*4-»^.,d'^  ete.  on  àiira  fcS  vertu  dn  diéocène  (Bl); 

Il  suit  dt'  l;i  qu'on  pt  ut  prendre  m  ass^s  gsasd  pour  qs'oa  ait  if)(«)  =  «i»  et 
que  par  cooscquent  aussi    '     '  ' 

où  b)  est  moindre  que  toute  quantité  assignable. 
Otf  s  de-néittè' 
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Or  fMT  b  IbffMM  àt  il  «it.  dair  p«iil-|fraiite  /9  imm  petit  peur 
qa'oa  lit 

4'eà  Ton  tire  /"(jr)  _  /(x  —  /J) as 

Donc  la  fouctioit  /Tr)  fst  continue*). 

Tkeorcme  VI.    Lrtirsqu'on  désignn  par       p^,      etc.        p'^ ,     ,  etc. 
les  valenra  nomir^iieB  de»  membres  respectif»  des  deux  séries  convergentes 

«'o        +  4-...=p, 

et  t^-^  4- 4- 1;'^ -f. . . .  =  j»» , 

+  Cl  +  (>»  + 

(••+ + + 

flist  de  Mine  oenfefgesÉN^ 
iâ  série»  '  — • 

'  r««f-r, -|*''t  +  **-> '«Mit  le.tenM  gésénl  est, 

seni  me  nonvellé  s('>ric  convergente,  qui  nnra  potr  soaime, 

Démonstratûm. 

ËD  faisant, 

oa' Toit  atsënient  que 

'  •  .     +;''o''«„4-/>'»  '^«m-,+  •..4-/''-i«'»+i(=''))J^ 

•)  l>8n«  l'oiivrngc  cllt'  de  M.  Tauchy  on  trouve  (page  131)  le  tliJort-mc  «nîvatit:  "Lors 
"qae  les  différent  termes  de  U  série,  ii,  +  +  -i- . . .  etc.  sont  de*  fonctions  d'une 
"raéme  Taifable  4*,  aaattnoaa  psr  n^j^ort  ft  eelle  TaiiaUa  dan.le  veblaai^  d'âne  va- 
"lenr  particulière  ponr  laqadlfl  la  a«$rfe  est  eonrergente,  la  tomme  s  de  la  série  est 
"aussi,  dans  le  voislnt^e  de  cvtte  valeur  particnlière,  fonction  contînTic  t^e  s."  Mata 
U  me  semble  «|ue  ce  théorùmc  admet  des  exceptions.   Par  exemple  ia  série, 

'  Un  9~4»ln»ç  +  isin»9  — •  • 

est  diacantinue  pour  (Mite  râleur  (201  ■<-l)s  de  x,  où  m  est  n  BaBikie  «itier.  Il  7  a, 
'n'W'tol,  pltttleiin  aëiiaa.  if  cfltc  aspioe.    '  '      '  ' 
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Soit 

^0  +  (f^l  4- +  •  4  .  «  . 

H  Mt  diir  qwb  Muu  égard  aa  signe  os  aura, 

<  <"  ((>W +        4-... +  (>'-+l) 

Or  les  séries  poH"  Pi  "f*  P»"!"  •  '  •  »  ®*  p'o  4  P',  ~f"  c's  ~}~  •  •  tant  converi^r  ntes, 
les  quantités  i  et  t',  pour  des  valear8  toujours  croissantes  île  w,  s' :ip|irr»che- 
rant  indt'liainient  de  la  limite  zéro.  Doac  faisant  dans  l'éqoatioa  (a)  m  ioiBi, 
on  aura, 

'•o  +     H-     +    +  etc-  =  (fo  +  «1  +     +  «te.)  K  +  «"i  +     H-  etc-) 

Soient      ^>  't>  ®^        ■^'^  ^  fÊuMtè»  positlvM 

Bégtthraa»  doit  les  terme»  -g^i^moi  s'approche&t  iedéfaiment  de  wén,  H 
suit. du  théorème  (II)  fne  le»  eérlev, 

lefiMeore  à  F  mid^  doivent  dire  coorergenteB.  Il  en  wn  de  même  en  attrOnant 
à  dnpe  tnme  aa  valear  numérique,  done  en  Fertn  dn  iliéwèaM».fréeédeaA: 

(4+ +         • .  )  Co  4- 1\"  +  V*  4-  • .  •)  = 
''o  +    <'o  4  'o  ^,)«  +    ^'o  4    t\  +  ^0  ^)«'  +  ett. 
•  •  •  4     ''o4  'm-,  <\  4  ^  .  .    4  •  •  .H-*.<'Ja--Hetc 
Maiotenant  si  l' oa  suppose  que  les  trois  séries, 

'o  +  ^  4  4 
<'oH-<\4«',4«tc 

<o    4    «'«  +  'o  f\)  +    <'«  +      +   <'.)  4-  «te. 

sment  convergeâtes,  oa  trouvera  ea  vertu  du  théorème  (IV),  ea  faisant  daaa  Té» 
qoalion  (b)  a  converger  vers  rnalte: 

 ('.4-^  +  ^  +  ---)('*«4-^4-<'.  +  -.-)« 

m. 

Examinons  maintenant  la  série  proposi'e. 

En  la  désignant  par  fi(«i)^  et. frlBant  pour  alléger,  1  sswi,,  .y-sai,, 

-îî&^=:m.,  et  ea  général  "  '         '  '  <'^^'>  =  m.,  ou  aura: 
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n  i^aglt  d'abord  de  mwver  les  veleo»  de  m  et  dé  »  pow  lei^pellm  h 
aéiie  eet  camrergente. 

Les  qoaotités  m  et  x  ponvaot  en  géoéral  ansei  être  imagiiiaires,  soit 

x=a-{-bV—i,  m  =  A4-/c'K— 1, 

où  a,  by  ky  k  sont  des  qaanUtés  réelles.  Sobstitnaat  ces  valeurs  dans  l'équa- 
ttoB  (IX  «Qe  prendra  la  forme 

vkp  tiq  sont  des  sdrtes  dsat  les  ternes  est  des  TaleuES  rédles. 
Os  yeat  trenver  ces  eéries  de  la  auudère  soivaifee: 

Soft  {«»+é*)'  =  a,  —  =  C08g), 

et  l'on  aura 

ar  =  a (r,os  gj  -\-  \^ —  1  .  «in  ff>)y 
où  a  et  9  sont  des  quantités  réelles,  et  en  outre  a  est  positive.    S  F»  làlt 
de  pins  ^ 

Si  dans  reapresalos 

on  fait  succpssîvemRnt  ft  égal  à  1,  2,  3, ...  /i,  on  obtiendra  /*  équations  qui 

étant  lanltipliées  terme  à  terme  donneront 

jH         iB(>w-1)(iw-2)...(m-|i.4.1)  _^ 
^  l.S.S  

dj.d,.^ . . .  *^(c?isO',+y,+ . . .  +  yji,)+/— 1  •  ■î«(ri+r,+  •  •  •  +J>)) 
Os  tiie  de  li,  «s  amttipUaBt  par 

i/'(De«9+K— 1 .  tkk^yi  =  *^(css^iç+l^— 1 .  afs^), 

Mf^ssit.  \ .  d;  .a^...#p  (cos(^iflriri+y,+...+y,0+ 1 .  ■to(w*y»+f.+—+r/»))5 

«m  bien  en  fidsani  peinr  Ârégw 

d,.d,.d,...d^8a8A^,  tt^^Yt-^U  +  '^^r/t^^t»' 
mft,t^^Xft,  c/'(oo8  tf^-f  |/"— 1  .sla  Ôf^, 
yeqnessieii  (1)  se  dunge  par  tt  en  eelle-ci. 
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9i(m)=l+Aj«(cosô,+|^— 1  .  sine,)  +  A,a«(co8fl,  +  y~l .  sinflj  + . . . 

on  en  celle-ci, 

ç)(»t)  =  1     Aj« .  cosO,  +  A,a" .  cosO,+  •  •  •  +       •  cosfl^-j-  . .  etc. 

+K— 1      .  siii       A.fc" .  s»  ô,H- . . .  +  ^^o^ .  sin       . .  etc.) 
On  a  donc 

i  j»=l+*i«  •  cosO,  -j-  ;.^a* .  C08Ô^-(-  . . .  -f-  Xf,af* .  co&Bf,  +  . . . 

2i 


sin  ^ -|- A,«a .  sin  0^  + . . .  H- •  sia  0/»  +  *  •  ' 
Or  Je  diB  «pie  ces  séries  mimit  diveryeiRtev  i«  emœrgmtM  uk»  que  a  est 
siqiëff4»r  on  iniériear  k  l'uiHé. 

De  l*ei|ir«s8iiin  poor     on  tire  A^=df^ .  A|„  done 

dme  penr  des  vslevrs  timjonrs  cnrissantes  4e  /i,  4^  s'sppro^ern  de  Is  limite 

i,  et  par  suite    de  la  limite  a. 

Done  en  vertu  des  UiéorènieB  0  et  (II)  dm  paragnphe  préeideit  les 
séries  p  9t  q  saont  divergentes  on  eonv^sentes  snirant  ^  «  est  sn^enr 
on  Inférieur  k  l'nnil4   H  est  donc  de  mène  de  la  série  proposée  9i(m)» 

Le  cas  où  a=l,  sera  tnHé  pins  bSB. 

Comme  In  série  (|p(m)  est  convergente  pour  toute  ^-aiear  de  a  ialérienre  à 
l'unité,  sa  somme  sera  une  certaine  fonction  Ac  m  et  de  j-.  On  peut,  comme  II 
soit,  étaUlr  nnè  propriété  de  cette  fonction  à  l'aide  de  lamelle  on  peut  la  trouver: 
On  n 

9(m)=:sm0-)-  m^dr-f>"*i^  4"  •  •  •  +  + 
(p(tt)  =  «,+  iij«4-  ii^  +  •  •  •  +  *ti^  +  etc. 
où     désipe  In  vnkmr  dé  si^  pour  nt=ii.   On  en  eoncint  suivant  le  théo- 
rème VI; 
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9>(») .  9>(ii)= V.  +      +  W  +  'A+ W+  «te 

«h  #^aM^,  t^ffiasMf^f  msffwé  ipife  la  série  du  Mowd  ■msAv»  «oit  couver- 

grale.   En  •abstitunt  les  yalenrs  de     et     on  nra: 

9(m)  .  ^«}  a»  m,  «0  H-  K  «â  -h    «O*  +  («D  »»  +  «1  »i  +  ««i  >0  ^«  +  •  •  • 

Or  d'eprès  une  propriété  coimae  de  1»  fonction      OB  0 

(m  -f  fl)^  =  !»„     +  wii  n„_,  +  m»  M/M  +  •  •  + 
-f-       di'sipmnt  la  valour  de       lorsqu'on  y  nobsUtae  m4~"  ^ 
aora  dooc  par  sulistitutiori: 

.  ffin)  -  {m  +  «)o  +  ('»  4-  ")i  f  +      +  ")»  .r*  +  .  . .  4-  ('«  +         +  ^^f- 
Or  d'après  ce  qui  précède,  le  second  nn-mbrc  di;  ccttr  ('quatiuQ  est  une 
série  convergente  et  précicément  la  même  chose  que  f  (m     n);  donc 
5)  (f  {m) .  ff{n)  =  (p(m  -}-  »). 

Cette  équation  exprime  une  propriété  i'oiidanieatale  de  la  fonction  tf{m). 
De  cette  propriété  noos  déduirons  une  expression  de  la  fonction  sous  forme 
finie  k  l'aide  des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  et  circulaires. 

Comme  oo  a  va  plus  liant,  la  fonction  ç(m)  est  de  la  forme  p-\-  ^  V — 1> 
f  éi  q  étant  tonfonrs  réels  et  fonctiona  des  quantités  it,  A*,  a  et  7,  et  ni=ifc 

H-ifl/— 1,  a:  =  a(cosç  +  |/— l.Sinç).  Sott 

et  1*0B  ttonvera  - 

(/t»*  +  ç*)*  =  r,      =  ces         =  sin  «, 

r  étant  toujours  positif  et  s  uni;  i|u.tiaité  réelle.  Soit 

r=f{k,  k%  s  =  ^{ky  A-'),  et  l'on  aura, 
3.)  l==ç(A4.A'i/— î)==/][/ir,A')(co8V'(*,A')4-K— IsInv'C*,*')). 

On  tire  de  la  en  mettant  successtvemeut  /,  et  -f-  4  hf-^l'k  la  place 
de    et  Âf: 

Or  en  vertu  de  l*éfuatlon  ^(m) .  7(71)  =  ç(ni-|-n),  on  a, 

eu  fUsaat  m  =  ifc  +  A'K— 1,  »  ass  1+        1.  Done  en  ssbaUtnant,  on  obtient^ 

10* 
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f{k-\-l,  IC+l')  [cos  Hik+I,  A'-f/')  -f-        1  •  *in  *'+^')]  =  ■ 

f(k,k')  .f\l,  f)  [cos  inik.  A-')  +      /')  +  K-  -  1  .  8ia  (V<^,     4-  V(^,  ^)]- 
Cette  équation  donne,  lorsqu'on  tégên  les  terme»  réek  des  temw 

/^A4-/,Â- +/') .  cestf>(k+l, k'-\.l')=f{k,h}.fll,l').cm(rt){k,k')-^^'4h /•)), 

En  canait  et  ajoutant  oea  équatimn  neaibre  à  neadire  on'  aorat 

et  de  là 

En  Tertn  de  cette  équation  les  précédentes  se  fraMfafnat  en  oeUet-d: 

cos  *•+/•)  =  cos        A-)  H-  V  (A  /*)) 

•in  a»        *)  +  ttt  i)) 

d'où  l'on  tire, 

7M  étant  an  nombre  entier  positif  oa  négatif. 

Maintenaut  il  s'agit  de  trouver  les  fonctioi|S /(^  A')  et  fikfkf)  des  équations 
(4)  et  (5). 

D*  abord  je  dte  faVlea  «Mt  dos  fonetfona  ceaflunea  de  il  et  A'  entre  dee 
liaittea  qneleenqwn  de  œa  variables.  En  effet  d'l^lfis  le  tbéerène  (Y)  p  et  q 
sent  évldemaient  des  Ibnetions  oonflnnes. 

Or  os  a,  .  ^ 

donc  /'(/r,  k')  de  même  que  cos  v{k,  k')  et  sin  if  (A:,  k")  et»t  uuu  louction  continue. 
ÛB  peat  deae  supposer  que  v  (^,iSr')  est  anasine  ionctioneoniJme.  Nous  iHons 
d'abord  eKaniner  réqeatloB  <K).  Ot  if(k,  k)  étant  mie  fonctlen  eenlinafl^  Il  Ant 
que  s»  pour  tnitee  les  Talenra  de  ?  ait  la  néaM  valeer.  Faisant  dese 

snooeaalveaMnt  ls=0,  k^ft,  en  obtient 

^(Ai  *•  +  0  «s  «aw  +      *)  +  f(0,^. 

En  éliminant  de  ces  équaliona  et  réqaatien  ÇSj  las  den  faanlilés  A*) 

et  on  trouvera, 

t|<(*,  A' + +        H- ===  «SI»  +  ^0^  A»)  +  y(0^    -H  VC*  +  4  *»  +  J). 
Si^t  pour  abréger 
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^)     W+iKO,*')  +  v(0,/')  =  a, 

7)  ô(*)+ô(o  =  iï  +  e(*  +  i) 


6(/r)+Ô(?-l)*=a  +  tf(f*).  . 
Ea  ajoittaBt  ces  équations  oa  trouve, 

7')  pe(^')  =  {?-l)a + 

Ou  eu  tire  ea  faisaot  Ar  =  1 , 

%)  =  «<©(1) + 

toc  la  valevr  iM  la  li»actiMi  9(k),  k  Mt  m  Maibre  calier. 

Blala  la  fanetloa  aura  la  Méaie  feme  pour  telle  vaiev  4e  I-,  ee  ^*oa 
fmt  ééaMBtnHT  alateent  eapae  il  aatt: 

Si  ri»  pose  datt  réfMlloD  (70  A  =        «è  /•  eat  n  ao^hn  eadar, 

oa  en  tire  ^ .  6  (-y-}  =    —  1)    +  ^G")-    Or  eu  vertu  de  TéquatiOB  (8) 

—  rn  -f-  fl. 

DoBC  ea  sabatituaat  et  divisant  par  ç  ou  trouve, 

•(f)— •(-^)+* 

L'éfsaliOB  (8)  a  dune  Item  p«^r  tonte  Tateur  pothlfa  et  laUanelle  de 
Seii  I     —  i^»  r é^pWtlMi  (7)  deviendra, 

n  avit  de  là  en  posant  ^==0, 

0(0)  —  f?,  et  par  cons^qnpnt  B{ — k)  =  2a  — 
Or  A  étant  rationnel  et  positif  on  a  iJ{k)  =  ck  doac^ 

L  équatiou, 

9)  6{k)^ck^  tt. 
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a  donc  lieu  pour  toute  valeur  rationoelle  de  k  et  par  coDséqueDt,  puisque  b{k) 
ert  HM  fonetion  eontinne,  pomr  toute  ?aléiir  réolle  de  k. 

Or  6{k)  —  ^{k,k-^t)^  et  a=  imn \f{%k')^  ^(0,  2^)}  faisant  donc 
€isA6{k^l%  «m  obtient 

10)  k'-irV)—e{k',    .  A+ v (0,  A*)  +  V'(0,  f). 
On  ttre  de  là  en  ftJannt  kz=i 

Cette  éqnatten  étant  de  U  niéane  feime  que  féquatien  (7)^  elle  éeme»  de  h 
mène  niBièfe: 

eb  ^  eet  ne  ^mtité  indépendante  de  k* 

Mettant  ^  à  la  place  de  Hf,  on  obtient  ^(0^  SmK  +  i^'^' 

Svbntitaant  cet  Taléon  de  y^k)  et  de  ^Q»^  dan»  Féquation  (10)  on 

en  tiren 

On  voit  par  là  qne  êH^t  ^  eat  me  fonctiea  de  Ea  In  déeignapt  par 

et  par  conséquent  en  faisant  /'  =  0 , 

k)=.F{k')  .k-^^'k-^  Zmn. 

En  remarquant  que 

Si(k,  A»  H-  /O  =       +  V  (/f,  ^)  +  V(0,  Z'), 
^(0,  /')  =  fi'l'  —  2nuf, 

réqution  préeédente  donner 

I{k'-\-e)k  +  fi'^-{-f)^9mmsss  tm-^-Fik) ,  k+fi'kf  —  Sa«F4.  jf»— ftnr. 
Ceatpà-dize: 

Done  ftisant  ifs^O,  on  obtient  F(f)=F^)s=ifissF(k%  Par  ndte  In  vdeitr 
de  if(A,  A*)  prend  In  fome, 

11)  i;  (A-,  /:')  =    .    +  j?' Zr*  —  2ott, 

/î  et /?'  <''tant  deux  constantr^     Cette  vnlcnr  t^r        A*)  satisfera  à  l' éqoation 
(5)  dans  toute      çéD/Talit»;  comme  il  est  aisé  de  voir. 
Maintenant  uouâ  allons  examiner  F  équation, 
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f{k,i^' était  tiitjovt  «M  funtitf  foMm,  on  peut  poser: 

i^A^AO  algnlie  «M  Ibucttoo  téeUe  continue  de  jfc  et  A*. 
Be  nbttitBaiit  et  prenant  leii  logaridniea  des  deux  nembrei^  en  trouvent 

CoHne  cette  éfoation  coineide  iree  réqnatlon  en  nettent  F  à  la  place 
de  fi»  et  0  ù  la  ptace  de  wê,  elle  donnera  en  vertn  de  l' donation  (il): 

12)  ^T*,  = 

oà  ^  et  ^  de  même  que  fi  et  ,r  sont  deux  fobntitéB  lad^endanten  de  ketétk'. 
La  fonction  f{k.  A')  prendra  donc  la  forme, 

Les  fonctions  ^|>{k,  et  /{kfk^  étant  trouvéen  de  cette  nanière,  on  mrn 
^êfKi»  r(N|aatton  (3'), 

où  il  reste  encore  k  trouver  les  quantités  à,  â',  0^      ^  ne  peuvent  être  que 
des  fonctions  de  a  et  de  ^ 
On  a 

+  Ar'K— 1)        +  ç  1. 
oè  p  et  f  M»t  donnés  par  les  éipiationa  (2).  En  aéfMvant  le»  quantité»  réeUes 
des  inni^nairen,  «n  anra: 

j  e""'*'t''c08  (^Ar-}-/9'A')=:l+A,  a .  ces  COS  6, + . . . + A^irf».C0»d^+«IC 

'(•''*''.*^iiaOîA-f-/rAO  =  Ai«.aintfg+i^».8m<».+...-|-A^a^».Bin6iyfe(e. 
Nonn  aEoon  d'aboid  oonaldérarle  cas  où  m  est  rée^  ^est-à-dlie  eà  it'BsOi 
Alors  les  espresrioss  (14)  prennent  la  ferme^ 

fc=l+  iacosçH- a'cosfy  +  i<*:-^K*^o»co83ç)  +  etc.-/ï«> 

A  AaZ  l«Ja*0 


f/.*C0B^A=l+ia( 


six  H-^r^  a»sin29+  iÇ^^J^^  a»  ain  «9  +  elc^ci> 

Poor  tfonver  d  et     s<^  Ass  1,  et  l'on  anm: 

e'.cos ss  1  -f- «  -  nos  9;  ^.irin  ^  s  « .  sin  9. 
tire  de  1^ 

n'es  (1  + façon  9 + 

nos      -  -  A-*:^*  co«  9       rf.  j»  « 


(l  +  2aco«ç  +  a«)*  '  (1 -t-acot  ç-fa*)* 

tang^  =  ... 


I 
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Cètte  dmlère  équtta»  inae^  m  Mgnnt  ptr  «  b  plw  patlle  de  Mm 
les  valeu*  ét  fi        attiefai^  et  qai  est  toojoani  f^nfemèe  entre  les  Uailes 

fi  étant  un  nombre  entier  poRïtif  ou  ne'pjtif. 

Par  là  les  éç[uations  (15)  se  changent  cq  celles-ci: 

<fk  <fk 

^o)  =  «.  cosA  (j •  cos  Ar*  .cos       — e.  bId     .  810  A:/ift, 

d(o)=:  e'^''  8iD  k{S'^fiit)—e'^.^  sin  A». ces  kfui s*'.'^  eos A* .  sin  Ar/iiv. 
De  ces  équations  on  tire, 

ces  A/tff  =  «  (/|[a) .  C08  ilr«  -)-  6(a)  .  sin  A<), 
sin  ktm  =  ir'''(fl(a)  .  ces  ks  —  fin)  .  sin  ks)  . 
Or,  d'après  le  théorème  (IV),  0{a)  et  f{c()  sont  des  fonctions  continaes  de 
n  ;  il  faut  doue  que  cos  fcfin  et  sin  kftfi  conservent  les  mêmes  valeurs  pour 
tonte  valenr  de  «.  Il  suffît  donc  pour  les  trouver,  d'attribuer  une  valeur  quel- 
conque  à  a.  Soit  a  =  0,  et  l'on  aura,  en  remarquant  qu'alors  ^^  =  1, /(a) =1, 
6(a)  =  0,  «  =  0, 

eoB  k/mss:  1,  sin  k/tn  =  0. 
Sobntitnant  eea  valevB  dans  tes  ezpfesstons  de  f{a)  et  9(u)  et  se  rappe- 
Itnt  qne  s's^  +£aeo8  tp  -)-  o*)»,  on  obtiendin: 

k  k_ 

f{a)  =  (1-f-  2oco89)4-"')*'Cos  ksy  6(tt)  =  (1  -|-2aeo6  9  +  a*)t8in  Ap*. 
DoDC  enfin  les  expressions  (15)  deviendront: 

1  1.1  i.i.t  ^ 

s  étant  lenfemé  entre  les  Umlles  —  ^  et  +      et  sstisfidssnt  à  réqnntioB 

Les  expressions  (1€)  sont  établies  les  ymièns  par  M.  CsMAy  dans  ro«mse  • 
dté  pias  iMnL 

Ln  qpanlité  »  est  M  ssfpesés  aoindra  que  IWité;.  On  venn  phs  bas 
qne  «  peut  aussi  dire  ég»l  à  VmSté,  lonqn^on  donne  i  la  qvantllé  k  nne  valsar 
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DanB  ce  qui  précède  nom  arons  trouvé  les  quantités  d  et  tf.  Maintenant 
nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  les  deux  autres  i|uantit('>s  incoD- 
nues  d'  et  Faisant  pour  cet  effet  itm  icH  équations  (14)  A'  =  0  eUt'zszjtt 
on  obtiendra: 

/" ces {.ruj—i -j- ;.,rt  cos  n,  +  /^y*  ces <?,  +  ...  etc. 

*»*^"8in  (;?'»)  =       >,f<  sin  (\  -|-  '/.^n^  s'm  0^-\-  . . .  etc. 
oii  Xf,=ô^.i\.à,...àf,t  ^/i=f"p-i-ri-^r%+"'-tr/*f  àft  et      étant  déterminés 
par  les  équations 

*.=[('t-)'+Q)'J'  -/.=-^.  ^r.  =  ^. 

D«  eev  équations  on  déduit  les  BuiTantes: 

✓ co.(P'n) -I  =  X^.  «  cOStf.H-  ^     COS          . . . 

«in  i^'n)    X.         .   /»   i  u  _j_ 

 ■  =s ^ .a iiisP|-) — *-«r  sia  tf,-f--.. 


Or  en  supposant  n  positif  ona^  A^=^,=n,  donc  -^=â^.â,...âft,  et  par  suite 
^lS2:M2hl^at9Ê  «1 4*  V'coB  0.  +  '«<U'«(»  4i  H  

e'^?an(^'n)         „  sin  0,  4-        sin  0,  +  d.d.u»  sin  <?,+  .. . 

Ces  séries  sont  conviTsrrntos  pour  toute  valeur  de  n,  zvro  y  compris,  ce  qu'on 
voit  ais»'nient  pnr  le  tlu  on  un  (II).  Eu  faisant  flotir  //  convere;er  vers  la  limite 
TATo,  et  remurquuitt  <]ue  les  séries  d'après  le  titeureiue  (Y)  sont  des  iunctioiis 
(ootiiiucs,  on  obtiendra: 

^  =  a  eos  0' ,  +  <y^<'.''  eus  fj\  -f.  d\i)\  «»  cos  0',  +  ... , 
/r  =  a  sin  ti\  +  d\,i*  sin  d\  +  d\d\    sin  fl',  +  . . . , 

où  ô'  et  (i-  sont  les  limites  des  quantités  .fî"j'?."<M:±  et  i^î!l'iL<PL^.  tfv 

est  U  limite  de  df,  et  3'^  celle  de  âf^    Or  d'après  l'expression  de  on 

a  ^'^  =        ;  doio  coB/>^  =  ~-  1;  sto/'^ssO  Oorsqoe  M>l)f  'ono 

eos(fl»  «s  ooo(><9>  4.  y,  -f'r,  <f . . .  +'  y^)  ==  +  sto  (fcy) .  (—!>", 
sin  (fl»  =  sin      +  y,  +  y,  + . . .  +  r^i.) =— oos^iç») .  ly, 
ofa  il  fimt  se  mppder  qa*en  vertu  de  l'cqaaiion 

«V— la=«r,(cos^,  +  |/-l  sin  yj, 

on  n  eos 7^1=0^  sfai/^si.   Done  les  valeurs  de  ^  et  d' serast  eellcs-el: 


â'  =  —  (a.SiD9  —  ^o*.sin2(p-)-  ^ «*.  sinSfp  —  . . . 
De  cette  manière  on  a  trouvé  les  quantités     et  ô'  par  des  Méries  infinies.  Oh 
|jeut  aussi  les  exprimer  en  foniie  finie.    Car  ou  tire  de  l'équation  (15): 

 ™= —  =  a .  sm    4~        Œ  •  "*>"2<p  -}-  a*.  mnSqi  -f- ... 

11  suit  de  là  en  faisant  k  converger  vers  zéru  : 

•   jwv  |d=aros</; — ^ a*.  COS  2tp -\- ^u*  COS  Sip  ■ — etc. 
(^=:a  sin  (f  —  ^a*.IÙu2ff^-^^tt*  aïaBf  —  etc. 

donc  fi'  =  ("1.  'y  —  — 

Donc  les  expressions  (l  i)  prennent  la  forme 

jgv   j  1+       C08  (9^4-  ;,a*COS  ^^-f- ...  4-  X,,a."  eus  IJ„  -}-...  =  f-^k-^k'  C08(,-?*4-(î*')=j», 

l  A^asin  <\-{-^t'^*  ^'n  0^-^ k^uf  sia  Of,-{-'..—^h^^  siii((iÀ-j-()A')=y, 
où  d=  ^  log (1  4-  2b  cos  (p  -f-        ==■  arc  tang  ^  somme  de 

la  série  proposée  étant  =p  -}~  iV^  —  1,  on  aura 

i.i   1.1»  .  .  |t  +  — 

oii  l'on  a  m=k-^¥Y—U*=ia  (ces  y+V^^l  ■In9>)=a4-èK~l;  donc 
u^Y{^-¥lF^  aoosftsi^ttsInçBé^  as^log(l  4  8a4  c^+^= ^log((l + é^^lP), 

j9s=  aretat^  (1+7)  *  'S^'d^vtitnBl  et  écrivant  m  {nnut  it  et  it  panr  1',  Fespre»- 

sion  ci-dessus  prend  la  forme: 

1  i        •  S 

=  ((l+«A«^)f^»-*'^'^C*TO[cos(«.ai€tnng(j*  J  +  JitU^ 

+Y—X .  sin  (tn .  arc  tang  (~™)  +i«log  +  à*))]. 

Celte  «tpression,  comme  nous  avons  vu,  de  même  que  respcemion  (18)  a  Uen 
ffumt  tMle  valenr  de  a=|/'(a*4-é^),  inférieure  i  fnnité. 
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Em  ftiMnt  f.  ex.  dssO,  71=^0,  0»  a  rexpveaaioa 

de  laqaeUe  neos  tiierow  forti  ci-après. 

IV. 

Dans  ce  qui  précède  on  a  trouvé  la  somuie  de  la  série  proposée  tontes 
les  fois  qne  nT=}/{a^-\-b*)  vsi  iiifV'riPiir  k  l'anité.  Il  reste  evcore  à  eitaniaer 
le  cas  où  cette  quantité  est  égale  à  1. 

Nous  avons  vu  par  le  tJiéorènie  ^V)  qae  k»isq«e  a  a'apprecbe  isdéfini* 
meot  de  rnoité,  la  série 

%  +      +       +  •  •  • 
H  approchera  en  même  temps  de  la  limite  «'o-|~^i4~''«~i~  -  *  *  ^uppo^^  que  cette 
dernière  série  soit  convergente.    En  faisant  donc  dans  les  expressions  (18) 
a  eoavei^er  vers  l'inifé,  on  aura 

211  I  l  +  ^iC«*iH-'i<»s*a+'-H-^74co80^4....=e'*/*'co»Gî^4'W^ 
^  \  ]l,sintf,+;.8iB0;-f...+A^sin9^+...»e<^'Bin(^^+dgfc9, 

oà    et  /f,  sont  les  limiteB  des  quantités  d  et  ^,  smpposé  que  les  séries,  oontennes 

dsuB  ces  éqn«tio«s»  soient  eonTergentes.    Or  il  «tt  dair  que  ^log(S-|-2eoi9) 

est  la.linrfte  de     et  que 

est  eelle  de  ^;  on  a  dose 

SS2)  d,s=4loç(£+8coo«>),  i7,s=aretaag(taag^9»). 

Il  reste  done  senlenest  ft  examiner  les  cas  o«  les  séiiM  sost  eoamgw- 
tes»  Pow  cet  effet  il  ftnl  distingver  trois  cas:  knsqae  k= — 1,  o«  eon|uris^ 
entre  --'1  et  ~  cao;  lorsque  k  est  comptis  entre  0  et  -|-  00»  et  lorsque  k 
est  cosqpris  entre  0  et  —  1. 

IVenrier  ea»,  lorsque  k  est  égsl  k  —  1  on  compris  «entre  —  1  et  —  00. 

-'.=[(^r')*+(f)7. 

Faisant  doue  &=  —  1  —  n,  on  aura 

'.=K^)'+(f)7. 

il  Ton  voit  qup  â„  est  toujours  supérieur  i  Tonité. 
Or  on  a  fp=d'j.d,.d,...d^y  donc  pour  des  valeurs  tonjcirs  croissantes  de 

il  * 
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fi,  ift  me  eoBfWgMTft  pi»  vet»  léra,  éme'M  vertu  èa.  Aéaitee  (1)  lee  léries 
(tf)  gont  diverfentes. 

Deuxième  cas,  lorsque  k  est  positif. 

Sapposons  que  r  soif  une  quantité  positive  inférienre  h  h,  on  aitn 
(^_A-_l^c)'=(ft— 2cO*—*— 1)4- c%  • 

Uonc 

A— i)«-|-A'«=(/i— A— 1 +c)«4-*^— c' —  2^0*— *— 1). 
Si  l'on  fait  ^>A4.1— ^c-f^ 

il  en- mût  que  A'* — —  2r(» — — 1)  est  né£:ntif,  et  par  coMéfiieilt 
(f*— A— l)*4-^*<(ft— *— l-|^f)%  c'est-à-dire 

8i  dans  l'équation  (20)  on  fait  a  =  -l.,  ms-^»,  on  aura 

\    '    |i  /  II.  '     U      ifi*  .    |fc  '     lA      ifi*  V       %L  /  * 

Donc  en  foisani  n=l<4-^^^  m  voit  aisémeni  qœ 

il  suit  de  la  que, 

Eu  posant  successivement     =  0, 1,  2,  3  . . .      et  faisaui  le  produit  des 
réraltali^  on  oMimuIn: 

•      •  •  •  ''w  , 
or     A^s=^,.*,.*,...*^^,  donc  A^<*,.*,...^^.(^-^^i^)'"^'' 
par  coué^nt  lonqaTmi  bit  ^  =  0,  1,2...^, 

Si  maintenant  dans  rexpcetaion  ÇM^  on  falt'g  =  —  pn-t^-el'  "*  =  ~^+^> 


(l  L_)^i  +  _^+<*-^;i^  +  «tc.  donc  en  ne  teppelant 

^oe  k>ei 
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C_P±JL_^'-''>i  +  _±f!_. 
n  mit  de  la,  M  dMMBt  par       r)    -|-  /»  ^  ty^t 

(p  +  Ifc  + 1)1+*-*  ^  (*— c) V  (p  +  Ji)"«-c         (p  +  |X  +  / 

Geh  doue,  en  fthuit  /u  =  0, 1, 2  . . .  /i,  et  ajoatant: 

1  1   i_   J_fJ  1      \     1  1 

(3  +  l)'+k  c  +  (p+a)i-Ht-*  +  '      (p^^^l)i-HM  <  i^Vpk^      (p+IH-l)»»-*^"^*^  '  • 

11  sqU  de  U  fiie 

peu  tMte  valeur  de  /i«  Dose  la  série  1  +  ^*4' +  * ***  ^ 
temes  sont  positib»  est  convergente,  et  par  ooaséqnent  d*iqirte  le  théotine 
(ii)  les  séries 

1 4- eos  dj -|- a,  eoa  tf^ -|- . . . -|- CM  d)^  + . . . 
ilg  sln  0|  +  Jl«  «in  da  + . . .  +     sin  0^     . , . 
sinront  de  même  convergentes. 

T^raisième  eas^  lorsque  k  est  épi  à  aéro  OU  compris  entre  zéro  et  —  1. 
Dans  ce  cas  les  séries  ri-dessus  seront  oosTergentes  pour  toute  valeur  de 
Ii,  pourvu  que  (f  ne  soit  ésral  ;i  {2n  -\-  i)n. 
Cela  peut  se  déoiootrer  comme  suit: 

Soit 

m-=:.k-^-k'\^ — \,x  —  {:os(f  -\~Y  — 1  sin     et  j:"=:^. 
En  maltipliant  par  1  -f~  obtient. 

Or  on  sait  que  «j-f  1  ==(;«+ m J =(»!  -}-  w._J=(}»-|- 
Jonc  en  substituant: 

1  H-      i)i  ^  4-   +  +      1)-      -  (1 + 

Maintenant  ai  Ton  fait  »  =  oo^  le  premier  membre  de  cette  équation  sera 
d*nprès  le  cas  précédent  une  steie  convergente.   En  ladérignant  par    on  aura, 

♦==:p,  (1  +  *)  -  SI. (ces  (»+ 1)9  +  V-t .  sin  («+  l)ç>), 
on  M  est  inlinL    Or  on  peut  démontrer  comme  dans  le  deuiième  cas  que 
»,  =  0  pour  «  =  00.   On  a  donc, 

#=p  (1         où  p—i-\-m^  X  •\- nt^9^ tiba.  in  Infl 
Cette  éipiation  donne,  sinon  ^r-f*  1=0: 
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La  série  p  eut  donc  «Ion  eomrergenl»»  et  pir  coaeévieiit  les  sériée  d^eeses 
le  sont  de  même. 

c'est-à-dire  <p  =  (2»-(-  l);r,  »  étant  m  nombre  entier  positir  oa  négatif.  Donc 
les  séries  en  question  sont  convergenies  Jionr  tonte  valeur  de  k  eompfiae  entre 

0  et  —  1,  sinon  (p  =  (2n+ 1)  n. 

Lorsque  y  =  (2;/ -|- 1)  t,  les  séries  sont  nécessairement  divergentes,  car 
ai  alors  elles  étaient  convergentes,  elles  auraient  pour  somme  les  limites  des 
fonctions^ 

e^**  (cos  (kf),  +  A  )  -I-  K— 1 .  sin  {kâ,  +  k'd)), 
en  y  faisant  «  converirer  vers  l'unité,  et  faisant  ft  =  (2«-|-l);r. 

Or  d  =  ^  log  (1  -f-  2«  cos  (f  +  «*)»  ^1  =  arr.  tang  donc  pour 

rp  =  (2n-{-l)7T,  d=  log(l  —  a),  rf,  =  0.  La  fonction  en  question  prendra 
donc  la  forme  (1— «)''[co8(ife' log(l  — «))  +  l/— 1 . sin(*' log (1— a))]. 

Or  k  étant  égal  ù  zéro  ou  négatif^  il  est  clair  que  cette  fonction  en  y 
faisant  «  c;onverger  vers  l'unité,  n'anra  pan  de  limite  finie  et  déterminée. 
Donc  les  séries  sont  divergentes. 

De  ce  qui  ])r«  ct  de  il  suit  donc,  que  les  séries  (21)  ont  lieu  pour  toute 
valeur  de  y,  lorsipii'  A- ust  positif,  et  pour  toute  %-aleur  de  y  pour  tafjuelle  sin  7 
n'est  pas  zéro,  lor.sque  k  est  conqiris  iMitre  —  1  et  0,  (judlc  »juf  soit  d'ail- 
leurs la  valeur  de  k'.  Dans  tout  autre  cas  les  séries  sont  divergentes.  Dans 
le  eas  que  nous  examinons  la  série  générale  (19),  lorsqu'on  y  fait  ^'-j-a'^l, 
on  b=z  Y{\  —a*),  prend  la  forme: 

1  +  ^"^vli („_}_^/(,,._i))^("'^-«l/-I)(»»-I-Hiy-l)  ^a^y^a*- 1))» 

^(«^^✓-l)(>n-l4«jAl)(m-W.l_)  u+y^^^      ^  rte 

+1/-^  1  «Ui(m.  arct«igj/"|^  4- i  »ïog(«+«a))]. 

Voici  un  résumé  des  résultats  précédents: 
I.    Lorsqnc  la  série, 

1 4.  !21J^  4.  ('»'-H»/-l)("»-l-M./-I)^^^^yr_ i).^ete. 

1  a       >  X 


32) 
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Wt  cofivergente,  elle  a  pour  somnie^ 

(d  6*)T;''"'^(^*)[coi(«.tfciai»g  (^)+  •  logfll+nr+é»)) 

.«i.  (m.arctaag  log((l+a)«+A«))]. 

II.  Lt  aéffie  est  tommuiM»  foar  toato  Tilenr  de  ai  et    lonqM  h  fuitilé 
+  ^  «ot  inrérlenns  à  F  unité.   81 +  ^  «t  égal  à  rrallé  le  série  eit 
eeiveigesle  ponr  toute  valeur  de  m  comprise  entre  —  1  et-l-  oo^  alBon  en  atéoie 
mnpe  c=  —  1.    Si  a  =  —  i,  m  doit  être  positif  Dana  tout  antre  eaa  In 

proposée  est  divergente. 

CoBBie  cas  jiartiealiers  on  doit  considérer  les  anivanta: 

A.  Lorafoe  »  =  0. 

On  a  alors; 

=  ((1 +o)*-H**)  *.  [^cos  ^wi .  arc.  taug .  (j^^J  4~K-  ^  •  8in  ^«i .  arctaog  (j^) 

Cette  expression  donnp,  en  f:u.sant  a=(ir.emç',  ftstt.Slnç  et  en  aé- 
parant  léa  termea  réels  dea  iaaginairea; 

|l+  -  j-  a .  eo»  9+ .5|îlîla».cee«9+ ete.8B(l4'2ecoa9>i-  «^T  cea  (m.aFe.  tang 

I      ^.aain9»^i!!i^a*.8in89+etc;ss(l+2«cos9'+a*)T  sin  ^m.are.taag|^^^^- 

B.  Lora^e  6^0.  . 
ce  eaa  l'expression  générale  prend  In  forme  suivante: 

1  1  •  2 


2i) 


;(1 + fl)?  [cos  («  log  (1 +«))+ K—  1  •  »«n  (»•  lo«    + «))]• 
C  Loca^  «sO^  ^=0. 

Alora  en  f  :• 

Cette  eipresalon  a  lien  ponr  tonte  valeur  de  m  lorsque  la  valenr  namé- 
rhpe  de  «  est  Inférieure  n  l'unit^  de  pins  ponr  tonte  valeur  de  m  eontprfae 
entre— 1  et  +  o^^  loni|iie  ass  1,  et  pour  tente  valeur  peaitive  de  m,  lerafne 
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"  —  —  î-    Pour  loate  autre  valeur  de  a  et  de  m  le  premier  ncahre  est 

série  diverj^ente. 

Faisant  p.  ex.  a  =  1,  a-  =  —  l,  on  a, 

1-1- -y +^=f2^  +  ele.. ..  =  «-, 

1-^+  -(-^y  _etc....  =  0. 

La  première  équation  a  lien  pour  toute  \  nl  iir  de  m  comprise  entre  —1 
et+oo,  et  la  seconde  pour  toiiie  vulcor  positive  de  m. 

D.    Lorsque  y\a*  +  6')  =  1  (a  =  cos  91,  6  =  ain  9). 

Alors  on  a, 

11 +^4^(«-|-K(a'.i)}4-  ("'■^"/-|)('^-i-"v/-')  (H-K(«'-l))*+etc 
=(2-f2fl)?  e  •  +  '[cos(ifl.arc.tangJ/  »^  •fi|og(2+2«))» 

+K-l.«iii(«.arfctaBgJ/^U  +  ^  log(ï+£i,))]. 
S{  r<n  bit  id  «=icoB ç> on  obtient: 

=(«+«C«l9>)Te  "^^^  *^"^[cOB(w(iy.e;r)+^log(24-£cosç)), 

en  reniarqnantqaeaK.t«ng|/^llî=arc.tang|/"l^^°^  ^  =arctang(tang^ç), 
=  ^9) — (>7r,  supposé  ^e  ^9  soit  compris  entre   H.  et 

E.  Lorsque        +  ^*)  as  1,  «  =  eos     6  as  sin  9,  »  as  0. 
Dans  ce  cas  l'expression  précédente  donne. 

(1+  -J?^(co89+K-1.8mç.)+.^îî|îîî^(cos£^^  hùziM- -î. 

30)  „ 

(=(2+£cosçp)î  («w«(iç-^(w)+K— JjuBqu'ii9=^+-|. 
€«  en  séparurt  la  partie  réelle  de  rimaginaiie: 

1 1  +  ^- cos  y  +         C08  29+ elc= (2+ 2  cos  y)"?  cos  m  (^ç)  - ç n')  j  depuis     =^  -  ^ 
Y »i»9'+-x-;^»i«>2»'^ete.=(2+8co»ç»)?  nlnm(i9)-(>;r)Jju8qu*à4^=^+-|-. 
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F.   Lèraqoe  «s=a^  ètsstMug  f. 

Dan»  ce  cas  on  obtient  lorsque  <p  est  compris  entre  +  -~  et  


V. 

On  peu!  ji:ir  lirs  transformations  convenables  de»  expressions  précédentes 
déduire  encore  plusieurs  autres,  entre  lesquelles  il  se  trouve  de  très  remar- 
quables. Nous  allons  en  expliquer  quelques  unes.  Pour  plus  de  détail  on  peut 
consulter  T  ouvrage  cité  de  M.  Canchy.  '  > 

A. 

Seamiition  des  séries 

a .  006  g»  —  ^  G*  cos  29  +  ^  a*  cos  5(p  — . . 

a  .  sin  91  —  ^  «*  sin  2<p  -f-  ^  a*  sin  Stp  —  

Lorsque  «  est  supérieur  h  l'unité  on  voit  aisément  lyne  ces  séries  sont 
divergentes.  Si  r  est  inférieur  à  l'uniti'  nous  avons  vu  plus  haut  qu'elles  sont 
convergentes,  et  leurs  sommes  sont  les  quantités  et  du  §  III,  c'est^hdire  en 
mettant  pour  fi  et  â  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (18). 

^log  (1  -j-2a  cosf -|-G')=aC08ç>  —  ^a'cos2ff  -f-^«'cos  3y  —  etc. 

^)    arc.  tang  (  ^  ^^°„p'^|"^=<»     f  —  ^«'sin^fi-^-^tt'sin  39 — etc. 

Pour  woir  les  ooMiie»  de  oe»  aéthê  loraque  «ss*^  1  on —  1*  0  fr«t 
lenlemenf  ùin  «  oooirerger  vers  cette  limite. 

La  proaitee  cxpreBsloa  donne  de  oette  manière: 

341  j  7  log  (£  4"  2  00»^)  sa:  eo»9  —  ^008  £9  +  ^  coo    —  ele. 

—  f  0089)  =  — cosçi  —  ^cosSy  — ^00089  —  etfc 
sapposé  que  les  secondes  membres  de  ces  équations  soient  des  séries  conver- 

jjentes,  ce  qui  d'après  le  théorème  (II)  a  lieu  pour  toute  valeur  de  rf<  excepté 
pour  (f)  =  (2,H  +  1)T  dans  la  première  expression,  et  pour  7)  =  3/4,t  dans  la 
seconde,  »  étant  nu  nombre  entier  «jnelrtirnuic  [jositif  on  négatif. 

La  seconde  tbrmule  donne,  en  supposant  9  compris  entre  »  et  —  n  et  se 
rappelant  qu'  on  a  alors 

arc,  tang  arc.  tang  (tang  ^9)  =  49: 

12 
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Lorsque  qi  —  n  ou  =  —  ;r  la  série  ae  réduit  à  aén^  wam»  on  voitaiSé- 
meut.    Il  soit  de  ia,  que  la  fonction  : 

s\n  fp  —  ^  siû  2(f)-\~  ^  uia  3(f  —  etc. 
a  la  propiiëtô  remarqual>le  pour  les  valeurs  ç)  =  Tr  et  9  =  —  nt  d'être  dîscoa- 
tinue.    En  cïïct  lorsque  q'  =  ±7r,  ia  fonctiou  se  ri'duit  à  ïëro,  si  au  coutraiie 
9  ~  ±  ('^  —      <*  élsut  positif  et  moindre  que  a,  la  valeur  de  la  iuacUoa  est 

L'expression  (35)  contient  comme  cas  particulier  c-eUe*ci: 
56)  arctanga  =  a  —  ^  u'-|-|>a*  — •••ele. 

eiqiressioii  qn'oa  tnmre  en  fiiisant  9  s=-y-. 

B. 

IM?el€|ipeneiit  de  cm  mg>  et  de  sin  1119  suivant  les  puissances  detasgy. 
Ob  peut  dédobe  ees  développements  de  Texpressioé  (5^.  fin  effirt' en  fidstiit 
n=<^  et  «épennt  les  parties  réelles  des  fmaglnsires,  on  sbUenk  aprta  a?eir 
multiplié  par  (ces  9)^: 

(c08«9=(coS9r(l_Z:!^'?^^^)  (tangy)'-f  "'(^•0 (""8)^ )  (tangy)*- .  .), 
|sia  ».9=(eo89)-(iKta«S9)-=l;-y^ 

depuis  ç»=      jusqu'à  9  =  ^  -,  et  ces  équations  ont  lieu  pour  toute  valeur 

Ae  m  lorsque  (an*  q>  est  moindre  que  1.    Si  taag  9=il,  elles  ont  lien  poor 
tout  î»  compris  entre  —  1  et  -j-  00. 
SUes  «ont  alors: 
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c. 

Développement  de  (cos  x)"  et  (sinx)"  en  séries  ordonnées  suivant  les  cosi- 
nus et  les  sinus  (les  arcs  multiples. 

Depuis  quelque  temps  plusieurs  analystes  se  sont  occupé  du  développe- 


I 


•1 

«H  Ht  de  (cos^)"  et  (sm  .T)'  Mais  jusqu'à  prt'sent,  si  je  ac  luo  trompe,  tous  ces 
efforts  n'ont  pas  entièrement  réussis.  Ou  est  I)ién  parvenu  à  des  expressions 
justes  sotis  certaines  restrictions,  mais  ces  expre.ssioos  n  ont  jtas  été  rigoa- 
reuseaumt  fondées.  On  peut  les  déduire  assez  simplement  des  expressions 
iénintrén  cl-demi.  Bd  effet  ei  Tes  ajoute  les  deux  égoAtiOBS  (51)  après 
•voir  nollipllé  b  pnndère  par  oooa  et  la  seerade  par  aiaa  on  obtient: 

cosai.-^co8(o-9)4-^^î2^co8(a-2ç)H-...==(a+2coëç)?  cos(o-^  +w^) 

(depiris^9>  =  (Mr— |-jiisqil*i|9>  =  c»H-x)- 
Or  jS'>f-Scmfpélaats4(cos  ^f)*,  on  aura  en  Uaanft9  =  Sjr: 

(depuis  arr2(>fr-^^ 

cosa'i>^cos((He«H^!^co8(«-4»)^...=(-«oaad^^ 


Si  Ton  bu  id  1.  asssur;  f.  «saur-f- 5.  asMy,«s=y  1-; 

t 

4.    as=fliy^-y,  x=:|f— on  <ri»tiendn: 

I.  (f  cos4^eoe2aifffsooaai»-i>^coa(fli.4)x+^^^<^(*^)^^^  «=£9»—^ 

IL  (icosx)?  sinâuif n=  8lui««+     sin (i»-a>r+  "^"^^^  sin  (m-4)x+.. .|jnsqn'à a:=2^  +  -~ 

3.  (2 tÊaxyf  eosfli cos  aur->^  cos(m-S)dr+  i!^!!^)  coa(flBU>r+. .(depaia4r=8p«f 

4.  (2 sin*)?  sin  m(2ç+^);r  =  sin mx-  ^  8in(>»-2)jr+-^^^—  sio (m-4>r+..|jusqu'à^2^4-l)3T 

5.  (-f  eosjr}?eoBa<2^1ja=oosaMr4-Y^  cos  ^!^^  cos  ()ii-4)ar     dep^s  4b(Sp-4)ir| 

6.  (-2co8x)?  sinm(2(>+l):(=8in»u;  +  ~~  8in(in-2)x+^^î^^8in(ïw-4)x+..|ju8qu'àjfc:(2(>+J)-T 

7.  (^aia«)?eoafli(2(f-»-|)ii=coBW-  ^coa(ai^>r+-:^!y2oos(a»4)«...|depiiis  «=<S^-i-l)ff 

8.  (-28inx)7  8inm(£()f|)ffs8iaiN«--y  sia(in-2)j?+ i!^^^  8iQ(m-4)ar-..|ju8qu*àj=:(2p+2)7r 

Ces  formules  ont  lieu  pour  toute  valeur  de  .r,  lorsque   m  et  positif. 
Lorsque  m  est  compris  entre  — 1  et  U  il  faut  excepter  des  valeurs  de  x: 
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1)  dans  les  fomniles  (I),  (2),  (S),  (6),  lec  vtlran  «sSffr —  ^  ,  et  r=2(wr+ 

2)  daus  les  formules  (3),  (i),  (7),  (8),  les  valeurs  j  ?(»t,  et  c  =  (2p4.1)n-. 

Dans  toute  autre  cas  les  séries  en  question  sont  convergentes.  Comme  cas 
particuliers  on  peut  consici«-rer  les  deux  suivants: 

(cos =cos  wx-j-  Y"  eos(i«-2)*+  ~^~^}.  cos  (m — 4)«  +  •  •  • 
^dupub  UT  =  —  ^  josqa'  à  *  =  -j.^. 
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ym. 

Sur  quelqu*ê  intégrale»  éé finie*. 


Ïmis^  une  liAégnle  dèfloie  couttent  me  ftuntHé  «OMbMte  fndéteiwnuSe,  oo 

peut  souvent  par  la  dilTéreHliatiip  e«  déduire  aue  équation  dlfféi-entielle  par 
laquelle  T  intégrale  définie  peat  se  déterminer  en  fonction  de  la  quantité  con- 
stante. Totto  ('quutinn  difTérentîoltc  est  en  général  linéaire;  donc  si  elle  est 
en  même  temps  du  premier  degré,  elle  peut,  comme  on  sait,  s'intëj:;rer  indi- 
que cela  n'ait  pas  lieu  en  u;éuéral  lorsque  l'équation  est  du  seeond  degré  ou 
d'un  de^rrê  plus  élevé,  on  peut  pourtant  par  ces  équations  quelquefois  trouver 
plusieurs  relations  intéressantes  entre  les  intégrales  déiiuies.  Montrer  cela 
c'est  ce  qui  sera  l'objet  de  ce  mémoire. 

Soit  4*?-  +  P  •  ~?  4*  4'  •  V  =  0  wne  «  ijuau*)!!  difrérentieUe  liRéaire  du 

accoMd  degré  entre  y  et  a,  p  et  q  étant  deux  fonciions  de  a.  Supposons 
qu'on  connaisse  deux  intégrales  particulières  de  cette  équatiou,  savoir  y=y^ 
Kiy=.y^,  et  l'on  aura: 

De  ces  éqaaûosft  od  tfae  en  élininait  q, 

3'»'d£r  2k    ■■  fy^'-in 

Do«e  es  Intégniit 

e  étant  la  base  des  logarittnnes  NépériciHi. 

Supposons  que  les  deox  foncttons  ^,  et  soient  expriniées  en  intégrales 
définies  de  swte  que  y,  s^wlir,  y^  =  ftid»s  «  et  «  étant  des  fonctions  de  x 
et  de  «;  cette  relation  entre  y,  et  y,  donne  en  ailMitiiant, 
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*)  /-^•/a)--/-^/(^)-'  =  -/'-- 
Cette  éqat(i«Mi  exprime,  conune  on  voil^iive  rdation  entre  le»  fudre  intégniet 

iotégrales  qui  puissent  satisfaire  à  une  équatkm  différentielle  da  second  degré. 
U-y-a  plusleon  intégrales  qui  joaisseet  de  cette  propriété,  et  qae  Mme  elleift 
ooneUléfer  moceMlveneMt 


L  Soit  V 


le  tàigutj*^  dénotait  que  fiolégrale  eet  priée  depuis  jr=0  Jisiiafà  «ssl. 

En  diffèrentiant  la  quantité  {x-^d)fi^ .  x/'  (1 — x)^r=r  par  rapport  à x,  on  obtient 
dr=dx  ap)^(«+a)>'-»0'«(l— *)  +  aipg-^-u)  (1— iï<«H-a)*)). 

Or 

^^•(l  — x)  -\-  a{x-\-a){\  —-x)  —  §{x-{-a)x 
donc  en  integraut  entre  les  limites  x=0,  ^=1,  on  obtient 

De  cette  équation  on  tire  en  divisant  par  et  sabntituant  à  la  place  des 
intégrales  leur  valeurs  en  y. 

Si  Ton  met  è  In  pince  de  ^  f  reapeetivenieni  i-^p^  1 — «»  «+/^+;^^» 
on  «nn  In  mène  équation»  donc 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  p  =  —  ^  ^        et  par  conséquent  «VX^C.<|W(1+ 
done  Féquatton  (0)  donne 

Pour  déterminer  la  quantité  constante  6' soit  a=oo,  et  l'on  trouvera  facilement 
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C=  (« +/9—  1)  •  ary:* .  *-«  (1— «)-•, 

c'cst-a-dire 

C=  —  »  (cot  (o;i)  +  cot  (/?«)). 
Pir  mite  ré^tiott  (4)  dimae 

ir  (cot  (a»)  4-  cot  (/?»)) .  a«+y  (1  -f  oy^i-n 
Le  cas  où  jr=~a— ^,  mérite  d'étie  rmnar^.   Oa  a  alon  comme  on  voit 
aisément: 

/'*  — •       ^  /*>  <£r 

doue'   ^  _=:IMl£<«  . -_L_. 

Steit  p.  ex.    =  1  —  a,  et  l'on  anra 

dx  ^  r(g)r(i  «)  1 

or    /^l)  =  l/^«)./\l-a)=-JL_.  donc 

y»»  ds^  TC  1 

fl.   Soltvss  /'*°  ^il^^^  .   En  dilMiaiil  oa  obttent 

LonqnToii  différeirtte  la  fonctioii  J?'^(l+«)'^(«+«)'^r  oa  obtioal, 
=  ^^/^/^^y^  ■  ((l-«)(l+*)(^+«)+Xl-/S)^(*-i-«)-0'+l)^(l+^)) 

donc  pnisgue» 
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y=0.+i)(i-«)«  -  ((«+>')      -  (y+M  (^+«) + (!-«-/?-/) 

On  tire  de  là  en  intégrant 

^+V"5  rr/'  "ar+  -J^— 

En  nettot  lespeethreneat  1 — ^,  l*— ^+<'H-/^ — ^  ^  hplace  de«^/y,jv 
tl  «a  zéndle  la  néne  ^qoatton,  done 

BOOt  deu  intégrales  particalières  de  cette  éqoati 


don. 


Or  p  tot=^~  l±Xet  9W  «vite  «•^'^'s:- 


C 


«a  a  m  Twta  de  Féquatioa  (0) 

«  i^j  «  ^  =  . 

Bb  (Usant  «=  1,  en  tnrare  C=  0,  eC  par  eonaéqaent 

<^cai44ire  y»  =  f  '^y,,  C  étant  une  oonatante.  Peor  la  trouver  on  fera  a=  |, 
et  on  aura 

J.^^  r(?+» 

r  —  r(i-tt).r(^+HT-i) 
~  r(?).r(Y) 

par  Sttite  Téquatiou     =  Cy^  donne 

Si  diBS  ré^natioa  (&)  on  met  (l^ff)  k  la  place  de  «  et  /9  et  et  à  la  pUee 
de  «et A  elle* ne  change  pna  de  forme. 


llMlldelèqM 


est  de  Mène  une  iitégr^Ie  pirticiiUère  de  la  rnénie  éqaatkm.   On  \  daae 


En  mettant  jra  à  la  place  de  x  dans  l'expression  de  y^,  on  nbtïeat: 
On  trouve  de  inèmu,  en  nieiumt  (I — a)x  à  la  place  de  xi 

y^=(i^ayfi-r+*  r"  ^  ; 


(l  +  (l-o>r)« 


En  substituant  ces  \  aleurs,  moltipUant  par  a«+y(l  —  o)/+>'  et  écrivait  C 


an  lieu  de  —  —  »  ou  trouve  : 
t 


7) 


U(i-«).r  ^  r  

'«>'o     (l  +  x)?-  (l+(l-a)x)"         0  (H-*y+'(l+M/ 

Pour  trouver  C  soit  «  =  0,  et  oa  aura: 

Yf-y^  -y.  (ît:^^^  fÏT+ïî — /T(«+/ï+y-i). 

Si  Ton  fiift  p.  ex.    =  1     a,  on  mm  en  renarquant  que 

Lor84]ue  r<  —   =:  ^  on  a: 

^^*yi  i^(«(i+')<i+«r))  *  y],  vwi+*)«(i+(i-«>») 
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TMtes  CM  tatégrales  pewent  «'exprimer  pw  dee  fnielioMi  eUiptiqnee. 
Bb  efety  selt       (tmg^)*,  et  om  «un  aprèe  quelques  tnnfemtlioiiB  légères 

"=5saA   fi  fa-co^'Ç 

*         «'Il    v'(I-(l-«)«im'ç)      »/o  V'fl-'.tin'ç) 
+  (1  —  «)  .  A— .   fl  d9^con^_ 

^estrà-dire,  lorsqu On  fait  «  =     6*=  1 — 
oik,  d'après  la  notatieii  de  M.  Legendre, 

La  formule  ci-dessus  se  ireiive  daos  les  exereieeê  du  edâd  intégral 
par  M.  Legendre,  Tom  1,  pag  61. 

Dans  la  formule  gésérale  (7)  les  intégrales  penvest  s' exprimer  par  d'astres 
doat  les  limites  sont  0  et  1.   Sait  pesr  cet  efet  x^JL.  «t  on  avra* 

Noos  avens  vn  plib  liant  que 


Ou  peut,  comme  il  suit,  trouver  une  expression  plus  générale  de 
celle-ci  est  un  cas  particulier.    En  différentiant  l'intégrale 

par  lappert  ft  a  <m  (Atient 

n  sait  de  là  que 

En  mulUpliaat  cette  éqaation  par  «^(l+a)",  le  premier 
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DM»  difféieirtieUe  cm^lète^  awdr  égile  à  dCyt^CU  +  «/)>  od  anrt  donc  en 
Intégrant: 

Pour  trouver  C,  qui  peut  être  une  fonction  de  x,  nous  feniis  asoa 
On  aura  donc: 

<ir .  X  •  (1  — x)    ,  et  par  conséquent. 
Si  r on  fait  a  ==:  i^:^,  et  par  suite   =  -î^^r  »  ?"  trouvera 

=x-(i-^xf{^fldx,x'-:  ii^xf.f.f^dx,x-ii--xfy 

En  Bikrtitimt  cette  valenr,  en  obUeot 

C==/^*<iaf.*'^'<l— Jïf^^l^,  et  iMMT  coMéqnent 

«/  0  1  (a  +  p) 

Si  p.  ex.  en  avn 

Si  de  plus  a  =  ^,  on  obtieut 

ce  qui  cet  jnsie^  car 

r  =     *      arctaegl/'(  ^"^^),  , 

et  arclang  («)  +  «rctwig  (~)  = 

IlL    So.i  ^  r-'-'x"-'  (1  -arf-'  éx.  Où  «>0,  i?>a 

En  différentîant  par  rapport  à  a  on  obtient: 
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^=  r (l-:r/r'  âx. 

Iionqa'OB  différentie  la  fouctioa  r  =  e'^*x"  (1  —  ^/  par  rapport  à  «oa 
obtient: 

drrsitte^^x^'  (l'xf'  f/a;— («H-,îH-fl).c-'V(l-jr)''-.'«/ar+<M'-?'ar"+'(l-ar/-'  dx, 
âoBo  en  intégrant  depuis  x  =  0,  jusqu'à  «=  1,  et  aobstituant  ponr  les  inté- 
grales lenra  valenr  en  y,  et 

On  satisfait  anaai  à  cette  équation  en  Taisant 

«t  étant  positif:  Or  on  a  j»  =s  iL±L4.  i,donc  -  ^-^ .  Boue  rétpatioa 
(0)  donne: 

Si  dans  rezpicssion  de     on  met  »+l  i  la  place  de  Sff  on  ftOBTC 

y,  =  e*J*^e^/''  (1  +  ar)"^'  «ir, 

01  Uea  en  nettant  ici      ft  la  place  da  aet 

y,  =  c-  a  •  J    e  ■  X    \u-\-  x)-  ax, 

Snbstitnast  ces  valetnrs  de  y^,       de  mène  qae  ceUea  de  y,  multi- 

pliant  par     rr'+<s,  et  faisant  a=  0,  on  trouvera: 

C  =/ V  dx ,  .  ^r""  (1  ^xf. 


c'est-à-dire 


On  tara  donc 

r(«) .  IV)  ~  fl  e'"  dx  .  x"  (1  —         V'  dir  .  («+ 
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Lors«iae  §=i  —  or,  on  a 

X    _  r       «/  *  )«    Vrf,  .(i  +  -2.)- , 

•lu  a:!        »/  »    X         Vl-*/  «/  0  \     "    *  /  ' 

nr.  Soit 

|f=  /-«  •  JT   «ur,  oa«>0. 
Ba  difffirealinit  «m  m  i 

Or  ^(c^r'V)  =  dx .  e"r*'a:«-'(«+  «»— 

êoÊÊC  en  iat^nuit  dcfiais  «ssO,  jusqu'à  «=oo,  substitiiaat  1m  Taknm  des 

bitégrales  en  «/.  ^'^  ^  <  ^  et  divisant  par  — 2  on  «m: 

Cétte  équation  conaene  la  même  forme  lon^où  rem|ilaoe  a  par  dene 

eat  de  mAaw  une  iirtégrale  partioiUère  de  cette  dqnattoit.  p  étants  —  ^ 
•» 

en  a  e~/^' C, e*\  et  par  eonséqnent. 

Si,  pour  trouver  la  quantité  constante  C,  on  lait  a=Oy  on  iroavera: 

donc  en  aubiitituant: 

c==4.r(^).r(^). 

et  par  aulte 
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Si  Ton  mat  aY — 1  ^     place  de  a,  on  obtieot  la  formule  suivante: 

Ifdie.  Le*  qntttilA  caMUntei  (exposants),  qni  se  tronTcat  dans  les  iatégrtk»  de  ce 
mémoire,  doivent  avoir  de  tt  H'^^  valeurs  qiM  In  latégnlM  ne  dericaiiciit  pn 
infinies.    Ces  valeurs  Mai.  faciien  à  trenver. 
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XI. 

«Sur  les  fonctions  qui  salis fotU  à  l'éqtuttêm 
V*  +  9»y  =  V  +3f/*) 


9*  +    =  (-^/î/  +  y  A)i 

Mt  ntia&lte  lonfw 
c»  oeh  doue 
de  Béne  lots^ae 

ce  qoi  donne 

arc  sin  r -|- arc  Kin  y  =  arc  sin  — 4"  y  1^(1 — 

Il  serait  possible  qu'on  pourrait  cucore  satisfaire  à  U  même  éqoatiOD 
d'autres  manières.    Ceat  ce  que  nous  allons  examiner. 
Soit  pour  ,  abréger 

réqaatton  de  condittoa  devient 

El  différeatiut  cette  équIioB  far  rapport  A  «  et  à  y,  en  enra  en  ^ant 
wage  de  h  notation  de  Lagnuge: 

^(^)  et 9»  =  ^  (-^). 
De  «en  éqnatioM  oa  tire  en  âiadnaiit  la  fonction  xfi'r. 

Or  l'expression  de  r  donne 
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donc  €■  ubfttltiun^ 

Em  dttimiiit  flnliitemvt  i  la  quantité  variable  jf  la  vahw  partfeaUèfe  aéra, 
ce  qui  est  pemia,  parce  que  »  et  y  «Mit  des  quantités  indépendantes  entre 
ellcsy  et  en  fidsant  pour  abréger, 

çiD  =        =  a,  /H)=aV 
f  équation  (3)  prendra  la  former 

aa  —  (p'x  (fx  +       =  0, 
d' où  r  OB  tire  en  écrivant  y  au  lieu  de  r, 

Cés  deux  équations  donnent, 
donc  en  intégrant 

De  cette  manière  la  fonction  e»t  déterminée  par  /x.  11  s'agit  donc 
de  trouver  la  fonction  fx.  En  substituaiit  dans  l'équatiim  (3)  les  csprassioas 
(4)  des  fonctions  ip'x  et  ^'y,  et  rédiiiaaai^  on  trouvera: 

6)      (/îr  +  «'*)(/]/H-^/>x)=(/>H-a^)(yîr  +  */V) 
d'où  Top  tire  en  développant 

on  bien 

on  en  divisant  par  ^ 

y  * 
I«e8  quantités  x  tt  y  étant  bidépendantes  entre  «dlea,  cette  équation  ne 

peut  avoir  lien  i  moins  qo'on  n*ait 

-~  ("'/^  —  fy  f^2f  —  ^'yPlf)  =      ip^'f^ — fxpx — u'xf'x)  =  Const 
Soit  donc 

et  on  non: 

41)  paeifx-^  «•*)  +  (mae  —  a*f)sj  s=  0. 

Par  cette  équatioa  la  fimction  fie  est  déterminée.  On  peut  ristégrer  en  Aîsant 
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ctt  alun  on  ^  f»  ».é»^ti»'^  aeit, 
M      lire  m  «Mtont^ 

ifix^atèi^  («s  -f-  «*«)  +  ^-^a>««)d!*  ssO!, 
C8  foi  diMUM  6tt  dlrisut  pv  X) 

M  bien  (2*  +  n)dbr4>«is(s+«Os=0« 

«I  ca  dMMMl  fw  »{^'^  m)» 

*fir  ifa(«-^a') 

dMC  m  intégrant 

/il  =  —  /*  «<fa  _  /• 
*  t/  »•  +  «»  t/    !»+«»  * 

Soit  m  =  '—n\  on  anra 

ëime  «I  MbiUteant  et  ajontmt  eue  cemtante 

legc-leg»=ilog(^-rf)+  ^  log 


b,^  =  W,g|(,.-<<((^)=| 

et  de  fa 

Mai»  on  avait  fx-=.xi\  doue  z  =  — - ,  et  par  suite  eu  »ul>stituaDt, 


oa  bien 

oe  ea  élévaat  à  fa  2»"*  pntoiaaef^ 

«sQdoaae  e  =  «,  i  enae  de  /Ds<r. 
Veifa  Té^tien  de  faquette  dépend  fa  fonctioa  fx.   Elle  B*eat  pin  ea  gé- 
néral résoloUe,  parée  ^  »  et  a'  aeat  denx  quanlitéii  fadéteraiinéea»  qnl  penreat 

14 
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même  être  imaginaires.  L'étpiatton  (12)  contient  la  forme  la  plas  générale  de 
la  fonction  fx;  et  on  fut  «li-inontriT  «pi' elle  satisfait  à  IVqoatioB  de  condition 
donnt'C  dans  tonte  f;a  géuéralité.  En  effet  la  fonction  f'x  satisfait  à  l'équation 
(H),  et  OD  voit  par  la  forme  de  l'équation  (9)  qu  elle  satisfait  aussi  à  cette 
équation.  Or  réqnailoti  (fi)  isst  l'équation  (9)  sons  une  forme  ditiV-rente.  Donc 
la  fonction  /.r  satisfait  aussi  à  l'équation  (6).  De  l'équation  (6)  on  tin;  l'équà- 
liou  (3)  en  faisant  9i'x=  ■jj'^^^      réqaatioo  (5)  doniM  en  faisant  xfy-^' 

»'<^)-''*(^)=<'- 

£a  iutégnnt  cette  éqnatiott  différentielle  ftrtielie  ptr  les  re^es  eeuMB 
oeitniHvera: 

et  de  là  çjjr-j-yy  =  i|;r,  .  . 

ou  <r^+<ry  —  v>  {^îy+yfx), 

ce  qui  est  réijuation  de  condition  donnée. 

Il  rest<:  encore  à  trouver  la  fonction  V.    Pour  cet  effet  soit  y  =  0,  oa 

aura  eu  reiuarquaui  que  = 

tfx=.\f  {ftx)  —  <pQy 
OB  en  mettant  —  ao  lien  de 

Ob  tronve  done,  en  réBimant,  que  lee  forneB  les  ptaui  géiénlet  des  fooo- 
tiùsB»  srtisfcigattt  ft  l'équation  de  coaditioii, 

sost  les  solTwtes: 

oà  fx  dépend  de  féquation 

a'»  as  (/àr— iur)«t*'  wr)^ 

Soit  pur  exemple 
ou  aura 
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a=ifx  — 

yar=g)04-  9(^)  =  2*4-oa  log  a+oo  log^a^"  ^)» 

on  -^x  =.2k  -\-  m  log(a'4-*)* 

L'équation  de  condition  détient  donc 

ce  qai  a  effectivemcDt  Ueu,  ctr  les  deux  nenbret  à»  eette  éfution  te  ndid- 

Sill  +  o»  lof  («•+«»+<v+«3f)- 
La  foBCtUm  9«  eit  tnwvée  cMte»  «■  fume  «Tue  latégnl«.  0»  f  eaC  «mi 
tronrér  vue  foraie  finie  fonr  cette  fonctic»  par  des  logaiiduMS  en  s^poaut 
ia  fonetloa  f*  csiase.  Savoir  sait 

et  fx — n*^i^ 

l'équattoa  (12)  danse 

donc 

et  de  là  i  =  «^©*^* 

Or  /î«f=  J(t>+0  et  iMr=^(«— I), 

doac  /»=i!»+«"'^"  î"^^»  j' 

lu  ft'-n 

et  1  V  — ;i-.a""rt;^, 

2n  lu 

d'où  l'on  tire  en  différentiant 


On  trouve  de 

+ ^« = (i  +  i) . + (i  -  i)  A 


ce  ^pd  doue  ee  iiitié|{nnit> 

J  fx  +  as       «+a     °  a« 

OÙ  c  est  vue  ooostante  arbitraire.  En  .mettant  done  poir  v  ta  yilear/^-f>*'^> 
en  aura 

Dans  iea  deux  cm»  t^^aot  etimC^  la  foaotlea  fif  fvend  vue  valev 
partièalière.   Pour  la  ti^nrer»  il  fint  reconlr  à  fé^paUm  dUUramtfelle  (11). 

Soit  d'abord  w  =  0,  ' 
réfoation  (11)  donne»  à  cause  de  m  =  —  n*: 

fx{f»  -f  « '.»  )  —  a'fx  =  Q, 
Soit                               fx  =.zXi 
M^:.   Ar  ^       iAi(s-fa')    A  a'<f» 

et  en  intégrant 

log  c'  +  log  a:  =  —  log  2  4-      »  on  log  (Cari)  =  -y-» 

e%piiiai|iie 

leg(«r*)  =  -^.  on  «'*=/Srlet(cr«^ 
Poor  ;r  =  0^  on  a  0  =  «  log  c'a,  donc  r'a  =  1  et  c*  s  — » 
done  14)  «'«sssfd^log 

Cette  érpiatlon  dotcnnine  donc  la  fonctkm  fx  dans  le  cas  cA  ]k=Oi 
L'éfoation  (13)  donne  dans  ce  eus: 

9*=-2î.  log«*)  =      loge» -h  log 

CB  vertu  de  (14)  on  a      log  (^)  = 

donc     15)  9«=  ^  log  ca -t- 

De  ptos 

*«)'  f.=  ,0  +  ç(^)=^I.,»+-^. 


16» 


li' équation  de  conditioa  derient  doac: 

«f  ^     ^  >  +  «'  "T        —        i«gn»-r  ^^+y/s^ 

è*€St44ive  «a  aura 

Pour  examiner  cette  équation  nous  mettrons  au  lieu  de  a;  et  de  1/  leuis 
valeurii  de  l'éfiiatiwi  (14)  saToir  ^  log         et      log  ^-^}  >  ce  qai  doue: 

en  iaisant  pour  abréger 
n  mit  te  la: 

Or  en  vertn  de  réqaation  (14;  ou  a  log-^  = 
dooe  en  substitiaDt 

20)  «IogaH-^«log(yàr/âf). 

donc         =  log  ('^^^),  et  par  conséquent:  2logtt4-Iog^^^^)=Iog  {fx fy), 

ce  qni  a,  comme  <n  voit  aiaénent,  effectivemenl  ileo. 
Soit  ensuite  a'  =  00. 

£tt  Mttavft  4tti8     ras  Féquation  (11)  mhui  \k  kmitt 

il  est  dair  qa*oii  tett  tToIr       — f*-ss%\mi^mvAîaà,  Ilftiitteaeipe 

*  X     ^=  — .  ou  fx^seXm 
fit  s  ' 

M  m  =  '-pa' 
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Soit  f.i.z^  xzj 

on  Mira  x{xdz  -f-  zdx)  —  (/>  -i~     ^  = 

on  xdz  =  pdx\ 

donc  £  =    log     =       et  par  suite 

=     \o%  rx. 

Pour  trouver  çjr,  oo  ëuLstitui-ra  la  valeur  de  la  fonctioa  fjt  dans  Té^pia* 

tion         ft  l'on  nnra  à  cause  tle  /\r  =  /?  lot? -".r ^  : 

V/  i/<y  '     '  V  -f  yp  +  /'y)  —  9'*       log  car  +     log  cy  = 

dooc  en  divisant  par  p  (log        -{-  1) 

donc  a-^jfi'u- =  fî  H  dif  x  =  — — , 

et  de  là  (f  .r  =  A- mx. 

L* équation  de  comlition  fionuée  deviendra  donc: 

k  log  w/j;  -f-  k  log  »»y  =  fi  (x/;y  log  ry  -f-  //^m  log  ^.r), 
1»  *  log  m*xy  =  Y»  (pit^y  log 

OD  CD  fofaunt  pxy  log  f  *jy  =  r  et  = 

Par  lo  méMe  procédé  qni  a  dooné  ci-dessi»  tes  fonetUms  qui  fntiafont  à 
I*  équation, 

y*  +  W  =       + y/*)» 

on  peut  trouver  les  fonctioiui  Inconnues  dans  tonte  autre  éqoatioii  à,  deux  qnai- 
tités  variables.  En  eflet,  on  peut  p^tr  des  ilifTérentiations  «successives  par  rap< 
j)ort  anx  deux  quantités  variables  trouver  autant  d' é([tiations  qtii  sont  néressaires, 
pour  (  liminer  des  fondions  quelconques,  de  sorfe  rjTi'on  parvicndr-i  a  une  équa- 
tion ijiii  ne  t-ontient  qu'une  seule  ili  n  s  fonctions,  et  qui  sera  en  général  une 
équation  diili  I (  [Il irlle  d'un  certain  ordre.  t>n  peut  donc  en  général  trouver 
chacune  de  ces  (onciions  par  une  seule  équation.  Il  suit  de  là  qu  une  telle 
équation  n'est  que  très  rarenii.'nt  possible.  Car,  comme  la  forme  d'une  fonction 
quelconque  oontenoe  dans  l'équation  de  condition  donnée,  en  verOi  de  l'éqna- 
tion  même,  doit  être  indépendant»  des  fenies  den  antveH  fimetionn,  il  est  'évident 
qu'  en  général  on  ne  pent  considérer  ancone  de  ces  fonctions  conne  donnée. 
Ainsi  par  exemple  F  équation  ci-dessus  ne  pourrait  plos  être  satisfait^  iri  là 
fonction  fx  eût  eu  une  forme  diffiérente  de  celle  q^'on  vient  de  trouver. 
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2V!ple  sur  le  mémoire  No.  4  ihi  spcoihI  hmic  t!u  journal  de  AI.  Crelle,  ayant 
pour  titre  "remurqucM  sur  les  saries  infinies  et  leur  convergence/* 


C^B  troure  diM  ce  nénolre  le  théorème  rairant  |M>iir  reeonallre  si 

m»  aérte  est  convergente  on  «ËTergente:  ' 

Ton  trouve  qne  dans  une  sèrib  infinie  le  produit  iln  aT*  terme  on  dn 
"n"*  des  groupes  de  termen  ^  conservent  le  même  nigne^  pnrj^  ont  idio  pour 
"n—ooy  on  peut  regnrder  cette  senle  circonstance  cminu»  nne  nMiripic^  qoe  In 
"série  est  convergente;  et  réciproquement,  la  série  ne  pont  pnn  être  conver- 
^geote  sî  le  produit  ri'i'st  pas  nul  pour  7î  =  oo." 

La  dernière  partie  de  ro  throrème  est  très  juste,  nais  la  première  ne 
semble  pas  Tétre.    Par  exemple  la  !»érie 

1    _|  1  1 


ttogS  ^  «lofS  ^  4io|4  *  *  *  *  olHii 

est  divergente  quoique  na„  =  — soit  zéro  tionr  ft=oo.    En  effet  les  loga- 

ritlimcs  1i\  perboliques  dont  il  eist  question  sont  toujours  moindre  que  leurs 
Rouibre».  moins  1,  c'est-Â-dire,  on  a  toujours  log(l-|~<^)<^-  cela 
est  évident.    Si  jr<l  on  a 

log(l  +  a:)=»— «•(^-^^)— ;r*(|-^i) . . . 
donc  nvisl  dans  ce  dernier  cas  log(l-{-x)<x,  puisque  ^ — ^ — ^  sont 

tous  posilils.    £n  taisani  xz=.~^  cela  donne 


n 


on 


donc 


W^(l+±)<±«,bien,ogi±l<l. 

iog(l  +  «)<i- i- log«  <(l -f -^J^)log«: 
log  iog(l+ii)<log  logit-f  log(l+  -jjï^). 
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Mais  piii«iae  log(l+^)<af,  on  a  iog^i-f-  ^f^^^<  ^ 
Fe^roMioii  précédente, 

loglog(l+Ji)<ïoglogJi+ 
Bft  biBUt  «neeeiiriveiiait  n=t,  9,  A,.,,  oa  Inmve 

loglogS<loglog2  +  yj^, 

logbg4<loglogS  +  ^jj^ 
loglog5<loglog4  +  - 


loglog(l-}-»)<logioga  +  -j^f 
laeoMM^ 

Ioglog(l+«)  <  loglogS  +  ^+_^  +  -L_....  +  _^ 


Hfjde  loglog(14>ti)=:oo  pour  naoo»  doue  la  ftonine  de  la  série  proposée 

-  ^     -]  —  -I-  ■  ^   -I  —  est  Infiniment  gnuide  et  nar  eonsé- 

qutnt  cette  série  est  divergeate.    Lc  théorème  éaoncé  dans  l'endroit  cité  est 

donc  eu  di  faut  dans  ce  cas. 

En  général  on  peut  démontrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  fonction 
ifn  telle,  qu'une  série  quelconque  «oH"  ^l'h  ^~\~     •  •  •  4"  *hi>  uous  sup- 

poeonn  tmui  les  termes  positifs»  soit  convergente,  si  qn.a,  ent  féro  pour  «soo 
et  diverg^ite  dans  le  can  eontrdre.  Cent  ce  peut  ftire  reir  à  Falde 
dm  tliéorèaM  suivant 

Si  la  série  a„-{-  a^-]-  a^...-\-a,,.,  est  divergente,  la  snivanle 

lésera  anssL  En  efe^  en  remarquant  que  les  quantités  n^,  a^,  a,,...  sont 
positives,  on  a  en  vertu  du  théorème  log(l-|--f)<^>  déarantré  ci-deasss» 

c'est-à-dire 

leg(l+'   )<  !=  

donc,  en  fidmnt  snecesslveineat  «si,  2,  3, . . 


» 

I 
/ 

uiyiiiz.ca  by  GoOglc 


118 

log  (a„  -j-  a,)  —  loga„  <  ^ 

ïog  («•+ «1 + — 1»S  («•+ «i)  <  T-^Jr-i 

■•+■1 


et  en  prenant  la  somme, 

Biais  ri  la  «érie  a,"|-<ij+«s...-4-aM  eat  divergente,  sa  aonme  est  bifiaie  et 
le  lof^duae  de  cette  eomme  Test  également;  done  la  eennae  de  la  «Me 

_L  ^  i — ..J  5  est  aussi  infininent  grande,  et  cette  série  est 

^  «o  +  ai         ûo+«i  ••  •+««-1 

par  conséquent  divergente,  si  la  série  «o4"*'i •  +       ^'®st    Cela  pesé^ 

supposons  que  y»  soit  une  fonction  de  «  telle,  que  la  série  ag-\-a^-\-fl^...-^aa.■■ 

soif  conver>;ente  OU  divergente  selon  que  fti.ti^  est  zéro  oa  non  pour  n=:oo. 

Alorb  la  t»érie 


çl  ^^T^  ç»  ^  94 
•en  di?e^eiie  et  la  série 

4.  ^ 

("^  •  •  •  9(«  I)  ) 

cenvergente;  car  dans  la  presilère  on  a  a^fn^l  et  dans  la  seconde  «^f «s=0 
INNir  Msoo.  Or  selon  le  théorème  établi  phis  haut,  la  seoonde  série  est 
nécessairement  divergent^  en  même  temps  que  la  première}  donc  une  fenctimi 
fH  telle  qn'on  l*a  supposée  n'existe  pas.  En  faisait  fH=ih  les  deux  séries 
en  gnestion  deviendront 

Bt  JL-i._J_4.  .1  I  1  . 

^  par  conséipient  sont  divergentes  tontes  deoz. 

—   18 
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Mémoire  sut  une  eUisêê  parfieuUère  ^éfumHem  réêtiMu  el^ébirtfummiL 


Il  est  vrai  que  it-s  j-quaiioiis  algchrirpips  ne  sont  pas  résolabfci»  st'néralement; 
mais  il  y  eu  a  une  classe  particalière  de  tous  les  tlefrr^s  dont  ia  n'solution  al- 
gébrique ost  possible.  Telles  sont  p.  ex.  les  é(juaiions  de  la  forme  aH* — 1=0. 
La  résoluliou  de  cei»  équations  est  fondée  sur  ciutaiues  relations  qui  existent 
entre  les  racines.  «Tai  essayé  à  généraliser  cette  remarque  en  sopposant 
qae  deux  ndii«»  d*«tte  équation  donnée  notent  tdlenwnt  liéee  «rtn  cHm, 
qn'on  puisse  exprimer  ntionneDement  Tnne  par  fantre,  et  J'ai  trouTé,  qa'nae 
telle  équation  peut  tonjonrs  être  résolue  à  T^de  d'un  certain  nombre  d'équa- 
tions main»  élevèet,  H  y  n  même  des  cas  on  l'on  pent  résoudre  o^éMqmt- 
meui  l*équati<m  donnée  eUe  même.  Cela  arrive  p.  ex.  toutes  les  fois  que»  réqua- 
tion  donnée  étant  irréductible,  son  degré  est  nn  nombre  premier.  Lu  même  ebose 
a  lien  encore  si  tontes  les  racines  d'une  équation  penvent  être  exprimées  par 

Oxy  0*x,  (}*x, . . .  0^-^x,  ou  9Fx=x, 
Ox  étant  une  fonction  rationnelle  de  :r,  et  ù*x,  6*«>|...des  fonctions  de  In  même 
forme  de  6x,  prise  deux  fois»  trois  fois,  etc. . . . 

L' équation — i-  =0,  si  »  est  un  nombre  premier»  est  dans  ee  cas;  car 

en  désignant  par  a  une  radne  primitire  pour  le  module  on  pent»  comme  ta 
nait^  exprimer 'les  Jt-^  1  radnes  par: 

X,     «*^,  x^f ....       on  *^  =•«» 
e*e8(4-dire  en  faisant  x^=0x,  par: 

X,  Ox,  0*x,  ft*x, ....  6*-*jr,  où  ô""' x  =  .r. 
La  niénie  propriété  convient  à  une  certaine  classe  d'équations  qu'offire  la 
tliéorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  général  je  suis  pan'cnu  à  dénionfrer  le  tliéorèmc  stiivant  : 
"Si  les  racines  d'une  ('(jnafinn  iVnn  degré  qiu'lrorujue  sont  liées  entrc-elles  de 
sortC}  que  toutes  ces  racines  peuvent  étr<)  exprimées  rationnellement  au  moyen 
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de  riHM  ^.éHfl%  ^  MMS  dét^gBgrw  pur  irj  ■!  de  plus,  eu  désignaot  par  Ox, 
dmn  MM  qiélooDfiM  des  neiae»  e»  ipestimi^  «o  * 

as  SjOXf 

ré^pullott  dMt  il  ■'^it  sera  tm^oon  réMiidile  algAriqnement  De  aiéne  li 
Foe  nqpfeee  rdfmlloii  fcrédoctftle  et  mm  degré  ex]niBé  par 

.  Hj  ....  CC^-, 

met  des  nonbree  prémiers  différeots,  on  poumi  réduire  la 
réselotfeD  de  cette  équation  à  celle  de  étpiatioiis  du  degré  a^,  de  dqva^ 
tiens  de  degré  et,  de  y,  éqaatieDB  du  degré  etc." 

Après  avoir  présenté  génémlemeiit  cette  tiiéorie,  Je  rappliquerai  ans 
fonctioBS  circulaires  et  elliptiques. 


Nous  alloBs  d'altord  considérer  le  cas  oft  l'on  suppose  que  deux  radues 
d'une  équation  irrédnctilile*)  soient  liées  tellenent  entre-elles»  que  l'une  poisse 
être  exprimée  ntimiiellesient  par  rautre. 

Soit 

une  équation  do  degré  /f,  et  «*  et  x^^  les  deux  racine»  «jui  sont  liées.  eotre-eUes 
par  r  équation 

2)  x'=^Ox^, 
OÙ  ftr  désigne  une  fonction  mlionnelle  de  x  et  de  quantités  connues.    La  quan- 
tité    étant  une  des  rsdnes  de  1*  équation!,  on  aura  ^(«^=0  et  en  vertu  de  (2). 
5)  <f{Or^)  =  Q, 

Je  dis  nnintenant  qiMt  cette  équation  aura  encore  Ueo,  si  au  Uen  de  »i  on 
awt  une  antre  racine  quelconque  de  réquaflon  proposée.  On  aura  effective- 
ment le  théorème  suivant**). 

*)  Une  ëqnation  (px  =  0,  dont  les  cocfflcicns  sont  des  fonctions  ratinnnclIcK  d'un  ^crtaîii 
nombre  de  quantités  coonue»  a,b,e,...  s'appelle  irréduclible,  lorsqu'il  e«t  impoHisible 
^cxpriMr  «es  rarian  far  me  éqmtimi  woù»  âerée,  dont  le«  ctdlkisBt  loioit  ^i- 

I«'nicnt  de*  fonctînns  rationm-lIcH  de  o,  J,  r,  .  .  . 
**)  Ce  tht^orl-me  tie  démontrera  aiaémenl  comme  il  suit: 

Quelle  que  soit  U  fonction  rationnelle /r,  «n  peut  toujours  faire /x= oà  JfetJIT 

sont  dw  fim«Uou  entfèxw  de  x,  qui  n'ont  paa  de  footenr  eommun;  nmbvaeflmctlnn 
entière  de  s  pc«t  toi^mm  étie  mlw  «ras  la  tumn  P+         oh  i*  «t  ^  eont  dea 

IS* 
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Théorème  L  "Si  une  des  racines  d'une  équation  irrédactihle  <fx=.Q  satis- 
finft  à  me  antre  éifiiatioii  fx=0,  où  fx  désigne  unelbnethni  rMlemeDe.  ie  «  et 
des  iiumtitée  conraet  qu'on  suppose  ceotiemiea  dans  tps\  cette  dernière  éfM- 
tion  oé  trouvera  encore  satis&ite  en  mettant  an  lieu  de  «'une  ladne,  tpelconfoe 
de  réqoaition  ^jrs^O;  mais  le  premier  membre  de  réfnalitm  (3)  est  «se  fiMe- 
tien  rationnene  de  aty  donc  on  aura 

4)  9(flx)=0,    si  tpx=Oy 

c'est-H-dircy  si  x  est  une  racine  de  l'éfnation  9i«=0,  la  quantité  0*  le  sera 
également. 

Maintenant,  en  vertn  de  ce  qni  pr<''ciMlp,  Bx^  est  une  racine  de  1' <  (jii;triori 
ya:=0,  donc  (iOx^  le  sera  aussi;  étrnienient  000:t\,  etc.  le  seront  encore  en 
répétant  l'opération  désignée  par  0  un  nombre  4ueicuu(|uc  de  fois. 

Sirit  pour  abréger 

6$s^=(^*xi  Ot^^=t^»^l  0^»iSB9^x^  etc. 

on  aura  la  série 

5)  toi»  tf^i» 

et  toutes  c«i  qnsntités  seront  des  radnes  de  réqvalion  y=0»  La  série  (S) 
anra  une  infinité  de  termes,  mals  ré<|aation  fx=0  n'ayant  qu'un  nombre  fiiri 
de  racines  diiTércntes^  U  iaat  ipie  plnsieurs  quantités  de  la  série  (â)  soient 
égales  entre-ellcs. 

Supposons  donc  p.  ex 

OC  bien 

6)  e'i0''x^)  —  0''x^  =  O, 
en  observant  que  ^'ar^ss  d'0"jr^ 

Le  premier  membre  de  réqsstion  (6)  est  vne  fimctiim  nUennene  de  é^^i; 
or  cette  quantité  est  une  racine  de  Féquation  çjrsO,  done  eu  vertu  du  Aéo- 
rème  énoncé  .plos  haul^  oin  pomrs  mettre  x^  au  Ueo  de  ^Xg.   Cela  donne 

Tonctions  entière*,  telle*,  que  le  degré  de  P  soit  moindre  que  eclui  tic  k  foiictiou  9^. 

Donc,  en  faisant  M—P+Q.çx^  on  aurm  /x=  ^  '    ^^'^  pose,  «oit  Xj  la  ra- 

daede  çs^O,  qui  satisr«it  en  mène  temps  à  /r=0;  aéra  é|;aleinent  nne  imIu 
de  réqnstfon  F=t.    Or  li  P  n'est  pas  zéro  pour  «ne  valeur  qndconqne  de  x, 

cette  équation  donnera  x,  comme  racine  d'une  équation  d'un  de^  moindre  que  celui 

de  çx=0;  ce  qui  c><t  contre  l'hypot!t^9e;  <!onc  P=0  et  par  auite /<r=s^ d'«b 
l'on  voit  que  /x  sera  égal  à  zéro  en  même  tems  que  tfx  q.  e.  d. 
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7)  0*»,=»,, 

oà  Vim  peut  rappoter  que  »  «tt  b  pins  petite  vdeiv  ipl  eiiel^  eo  sorte  pe 
teetes  les  quaatitée 

8)  X,,  tog,  é"*,, . . .  fl^**, 
soient  différentes  ontrc-dlcs. 

L'équation  (7)  donnera 

,  (•'  cst-îi-dire  :  (/""^^^j  =  (y^rj . 

Cette  formule  fait  voir  qu';i  partir  du  tennn  ^""'-r,,  les  termes  de  la  Miiii- 
(S)  se  reprodaifont  dans  le  même  ordre.  Les  n  «juautités  (8)  seront  donc  les 
seules  de  la  série  (S)  dîiTéreutes  eatre-elies. 

Cela  poeé,  si  /J>it,  soit  une  autre  racine  de  l'équation  proposée,  qui 
D*est  pas  «ontemie  dans  la  suite  (8),  Il  aidt  dn  fliéorieie  I,  que  taatea  les 
quantités 

9)  $Xf,  (f^x^f ....         . . . . 

screst  én^SBent  des  racines  de  l'éqsation  proposée.  Or  Je  dis  qoe eettessite 
se  eoatiendrt  qne  n  quantités  différentes  entre*elles  et  des  quantités  ^  Bn 
elfe^  nyasft  — *i=^  on  snra  en  j&tA  dn  théarène  I:  0*jv,=x^  et  psr 
suite: 

o'-^^x^^e^x^. 

Donc  les  seules  psntités  de'  la  série  ^)  qui  pmrrtnt  être  différentes  entre- 
elles,  seront  les  n  premières 

10)  x^,  ex^,  b*x^, — 

Or  celles-ei  seront  néccessairement  différentes  entre-eiles  et  des  quantités  (8). 
1^  effet»  si  l'on  avait 

où  m  et  V  sont  moindre  que  iiy  il  en  résulterait  6""^:,  =  O'x^ ,  ce  qui  est  im- 
possible, car  toutes  les  quantités  (8)  sont  différentes  entre-eiles.  au  een> 
traire  on  avait: 

il  en  résultefuit 

=  d"  fl»jr,= d»-^jr,  :=       = ar, 

dene 

c'est-à-dire  la  racine  ar,  sersit  contenue  dans  Is  série  ^  ee  qui  est  contre 
riiypothèse. 
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Le  nomhre  des  racines  contennes  dans  (8)  et  (10)  est  £»,  donc  /i  sera  oo 
égal  à  £»,  ou  plu»  grand  qve  ce  nombre. 

Soit  dans  le  dernier  cas  r,  une  racine  différente  des  racines  (8)  et  (10), 
on  aura  une  nouvelle  série  de  racines 

Qx^f         •  •  •  0^  '•'"i»  •  •  • 
et  OD  dénuMitren  précieéaient  de  la  aiéiiie  maiière,  que  les  n  pr^rièrea  de  cet 
racbMB  «oint  diférentes  evtre-elleo  et  des  ndoea  (8)  et  (10). 

Eb  coBtianaot  ce  froeédé  joofo'à  ee  foe  toates  les  ncines  de  l*éqastios 
9d?s0  soieat  épuisées,  on  verra  «pie  les  /i  radnos  de  celte  éqaatioa  seroirt 
dirisées  en  phnieurs  groupes,  composés  de  n  termes}  done  ^  sera 
par  1^  et  es  nommant  m  le  uonlire  des  groupes,  on  sin: 
II)  ftosat.n. 

Les  radues  elles  mêmes  seront: 


Si  m=:  1,  on  aura  n=:/t,  et  les  racunes  de  l'équation  tfx  =  0  seront  ex* 
primées  par 

13)  Xj,  dx^y  G^x^  

Dans  ce  cas  comme  on  Terra  dans  la  suUe,  l'équation  9>jr=0  est  résoluble 
algébriquement  Mais  la  même  chose  n*aura  pas  toujours  lieu  lorsqse  m  est 
plus  grand  que  F  unité.  On  pourra  seulement  réduire  la  résoltttion  de  l'équa- 
tion ^«  =  0  A  celle  d'une  équation  dn  i»'^  degré,  dont  les  coeffidens  dépens 
dvont  d'une  équation  du  m'^  degré;  c'est  ce  que  nom  sUons  démontrer  dans 
le  paragraphe  suivant 

Considérons  on  quelconque  des  groupes  (18)»  p.  ex.  le  premier,  et 

falSOBB 

}  {x-:r,){x~6x,){x~(f^x,)...(x-(ryr,) 
les  racines  de  cette  équation  seront 

et  leH  coeiTiciens  A\y  A^  A'^^  seront  des  fonctions  ratiouuelles  et  symé- 
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triqseft  de  ees  qetttilés.  Non  venroM  ft'oa  fe«t  ùin  dépeidre  le  développe- 
ment  de  ces  coefieleni  de  h  résolutton  d*eiie  seule  éfoitioii  de  degré  m. 

•  Pour  le  Monlrer,  coMMéroDS  ee  général  me  fonetien  qneleovqiie  ration- 
nelle et  syniétriqne  de  dr^,  •  •  •  et  aoit 

15)  y,  =        ^1.        • . . 
cette  fonction. 

En  mettant  an  lien  de  x^  snecesHivement  ^tf^^mt  ^  fonction  y, 
prendra  différentes  valeurs,  qae  doqs  désignerons  pst  yi>  Jfi>  y»*  ■  *  •  Jfa*  Cela 
poséi  si  l'on  forme  nnc  équation  du  degré  /»: 

16)  y"'  4-  p^y'^-^  +  +  . . .  H-  ;;,„_     +      =  0, 

dont  les  r.u'im's  sout  y,,  y„,  y^, . .  .  je  dis  que  les  coefflciens  de  cette 
éqnatinii  |iourrunt  «  (i  c  exprimés  riitionnelleiuent  par  les  quantités  connue»,  qu'on 
suppose  données  par  l'équation  proposée. 

Les  quantités  O^i*  Oi'-^n  "  '  O'^'^J^i  <^tant  des  fonctions  rationnelles  de  x^, 
la  fonction  jft  le  son  également  Soit 

nons  aorons  aussi 

Mettant  dans  (1£»)  snceeHSivenient  0»^,  <9*jr,,  d*~*jr,  an  lieu  de 

«j,  et  renarqnant  qae  Ô"*,'»*!;  ^^'-«4=^*1;  éï"+*X|Ss;6**,,  etc."  il  est 
dair  fne  In  fonction  jr,  ne  changera  pan  de  vnlenr;  on  nnra  done 

y ,  a=  ^Sr^  «  =r  F(d»*  J  =  ...=:=  F(^*  J 

et  paiement 

.y.=  Fr,     F(Ô*J  «  Fi&'sJ  = . . .  =  fï^'a^, 


Elevant  chaqne  membre  de  ees  é({imtions  à  la  f'*"*^  paissance,  on  en  tire: 

= .  [(F*  + (Fô*,r + • . . + (Fô-»^,r], 

  .  .  ,  ,  .  .  ,  . 

En  n|o«tant  ces  denières  équations  on  aura  la  valeur  de 
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exprimée  en  foDction  uOinmtXtê  fit  symétrique  de  tiiitea  les  ndUM  A»  l*éi|n- 
tion^sO^  nvolr: 

*»)     »î  H-y;  +y;  + . . . +3C  «4-  •^'''^ 

Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  exprimé  rationnellement 
par  U»  coeffidens  de  fur  et  Bx^  c^est-à-dire  ]iar  deg  ^pnitll^  ooanes.  Donc 
'  en  féisant 

3»)  4-y; 

on  BQra  la  valeur  de  r,,  poor  vne  valenr  qaelconqne  entike  de  k  Or  oon- 
aatosant  r,,  r,»...r.,  on  en  pônrra  tirer  rationnelleiient  la  Tdenr  de  tonte 
fonction  symétrique  des  quantités  r/^, . .  .jfa,-  On  pourra  donc  trouver  de 
cette  manière  tous  les  coefflciens  de  l'équation  (16)  et  par  conséquent  déter- 
miner toute  fonction  rationnelle  et  symétri«pie  de  x,,  flXj,  b*x^, . .  .d^^x^  à 
Taiilp  (rime  équation  du  dpçré.    Donc  on  aura  ilc  cfilo  manifTP  les  coef- 

ticit'us  lie  l'équation  (ii),  ilont  la  résolutioH  donnera  fiisuito  la  valeur  de  etc. 

On  voit  par  là  qu'on  peut  ramener  la  résoiuiion  de  l'équation  9>x  =  0, 
qui  est  du  degré  /i  =  à  celle  d'un  certain  nombre  d' équations  du  dpg:ré 

m  et  iu  II  suffit  même,  cuiuuie  nous  alluoii  voir,  du  résoudre  une  seule  équa- 
tion dn  degré  m  et  m  équations  du  degré  n. 

Soit  i/J-î  j  un  quelcoufiue  des  coeflTiciens  A'^^        . . .  A^  ^  et  faisons 

«1)    ty—  y\ .    1  +  y  ; .  v*. + y; .  v^i  + . . .  +    •  v*«- 

Puisque  y\'H'x^  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  ar^,  Oar,,...fl^*j:|, 
on  aura»  on  remarquant  que  6''x^  =  x^;  (P^^x^  =  Oxj^  etc. 

y'^yi'X^^{Fx;i''.^,x^=.{FOx;i''.yi>Ox^  =  ...(f^X^y,S>^^*^, 

donc: 

On  trouvera  de  semblables  expressions  pour  y\-y^x^^  ys-V'<^i9 •  ••y^V-'^B) 
en  mettant  x,,  à  la  place  de  x^.   En  Mbatitnant  ces  i^eur%  on 

voit  que  deviendra  une  fonction  rtiiimmdlf  et  tjfméMque  de  toutes  les 
racines  de  Féquation  gursO.   En  effet  on  aura 

M)  t^^-  2ilFxy.^x. 

'  n 

Duuc  on  peut  exprimer  t„  rationnellement  par  des  quantités  connues. 

Cela  posé,  en  (ai&aot  f^O,  1,  2,  3, ...m — 1,  la  formule  (21)  donnera: 


m 

On  tirera  aisément  de  ces  ét^uatioos,  linéaires  par  rapport  à  V-'^, ,  V'X,, 
. .  ■  V'^B,  les  valeurs  de  ses  quaslilés  es  iSmefiens  rationnelles  de  y^,  y^,  y,, 

En  efiel^  en  ftissiit 
on  sors 

Les  quantités  R^^  72^  . .  .  /^^-t  ''^'^^        fonctions  rationnelles  de  y,, 
^1»  y«>  •  ■  ■  ,Va>>        ss  peut  les  exprimer  par     seul  Es  «ffe^  es  swItipUsnt 
(25)  psr  y— y,,  os  sors: 
Csr— y»)  (y— ar J . . .  (y— yj =îr+j»  jf-*+i»jr*+ . . . + p-Hy+J»» 
=y+ (««-y.)y*-'+ (««-y.««)y^+  •  -  • 

iToii  Ton  titev^  es  oompanst  les  fstesssces  ^slcs  de  y: 

^«-•=yi  +  /'i. 

j^«-»=yi'?»-»4-i»t=y; +i»,y,+p«» 
,  ^^=!fi^-^P9 =y;  H- j»iyî+p«yiH-Fi» 


Eu  substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  diviendra  une  fonction 
rstioonelle  de  tf^  et  de  quantités  connues,  et  on  voit  qu  il  est  toujours  possible 
de  troover  ^'x^  de  œtte  sorte,  sovs  condition  qne  le  dénonriBStesr  . 

i^oH-    y. +^^yî  + . . .  +  K^r* + y:* 

se  soit  pss  léto.  Or  os  peut  donner  à  Is  fosetios  y^  ose  Isislté  de  fitrsies 
^  rendront  impossible  cetts  éipistion,  |k  n.  en  Isissst 

M)    y,  («—6^*,)... 
où  ft  est  indéterminé,  le  déiUMuinateur  dont  11  S*Sgit  ne  peut  psS  s'évMiOVir* 
£n  effet  ce  déooininstenr  étant  la  même  cbose  que 

(y  1 — y*)  (y  1 — y«)  •  •  (i^ , —y-)  » 

16 


m 

on  aurait 

s'il  était  w3t  è'est^-dlra 

(tt — jrj  (a— Ôdfj)...(a— 6'-»Jfi)=ï(a— »|)  (a— ô'-'jrj, 
c(>  qui  est  impossible,  car  toutes  lei  raciaes  x^,         ^jr^,...  sont 
différentes  de  oeUe'Ci:  Xf^,  $Xi„  6%kt  •  •  •  ^*«k* 

Les  coefltciens  A[,  A\y...  ^^■)  penvent  donc  s'exprimer  rationnellement 
par  une  même  fonction  y^,  dont  l'ei^resBion  dépi»d  d'une  éfontion  du  degré  m. 

Les  racines  de  l*éqnation  (14)  sont 

En  renqdaçant  dans  les  ooeflidens  A\,  A\  etc.  par  3fa»*"Jfa>  M 
obtiendm  m — 1  «itras  éiinations»  dont  les  ndnen  seront  respectivement: 

.t"   **••••• 

^iB  »    O'^m  >  •  •  •         *"'^m  • 

ThfnTfnie  TT.  LV-quation  proposée  yx=0  peut  donc  (  trc  décomposée 
en  un  nombre  de  7»  équations  du  degré  »,  dont  les  coelficiens  sont  respective- 
ment des  fonctions  rationnelles  d'une  même  racine  d'une  seule  équation  do 
degré  si. 

Cette  dernière  éipation  n'est  pas  généralement  résoluble  algf;briquement 
quand  elle  passe  le  qaatilème  degr^  mais  l'équation  (14)  et  les  antres  sem- 
blables le  aonttonjonrs  en  supposant  eonnna  les  coellieiens  A\t  A\  etc^  comme 
nous  le  verrons  dans  le  paragraphe  snivanL 

§.  .T 

Dans  le  paragraphe  précèdent  nous  avons  considéré  le  cas  où  m  est  plus 
grand  que  l'unité.    Maintenant  nous  allons  nous  occuper  An  cas  où  »t  =  l. 

Dans  ce  cas  ou  aura  /i  =  rt,  et  les  racines  de  I  t^uatiun  qiz=^0  seront 
27)  ar^,  0"-i\,...0'"'^^i 

or  je  dis  que  toute  équation  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  de  cette 
aorte  est  résoluble  algébriquement 

Soit  tt  une  racine  quelconque  de  lï-quation  af  — 1=0,  et  faisons 
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y/»  se»  me  fiinettoii  tttion»lle  de  ».  Or  cette  foHOlioi  peut  s'exprimer 
ntloiiiiellenieBt  par  les  coeffieiens  de  ipr  et  0x. 

En  mettant  (/'"x  au  lieu  de      uu  aura 

donc: 

Or  of^^l,  donc: 

if6rx=  [a/^{x-\-aex+a*e^x-^  ...  -I-  a/*-»fllF»-«*))» 

donc, 

«^-C/^*)  étants  1, 

on  voit  que 

Es  laisaiit  stssO^  1,  2»  8,...^— >1,  et  i(|oataiit  esssite,  on  trosfeca: 
HO)    1^*= i  +  •  •  •  + 1^*). 

^  sers  dose  une  foscâon  rstioaselle  et  s^étripe  de  testes  les  rsdnes  de 
réqsirtlon  9»=0,  et  par  coaséqsest  os  posrrs  rcxpcfmer  rsHossenesiMt  es 
feantités  coasses. 

SoU  Sf*=tv,  on  tire  de  rdqnation  (28)  : 

30)       V^»=x4-  nOx  -f  uWx -f-  . . .  +  af-^Ot*-'x, 
Cela  posé,  désignons  les  fi  racines  de  l  é^uaUon 

par 

51)  1,  ttj,  a,,  «,,...  o^_j 

et  les  valeurs  correspondantes  de  v  par 
32) 

réqpiation  (30)  dmisers,  en  mettant  à  la  place  de  tt  ssccesslvenkeflt  1,  a,» 

16* 
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33) 


En  ajoutant  ces  équuUous  ou  aura: 

34)  *==A[--^+»^«»,+ff»,H-f».+  ...+T?'f;^]. 

oè  — A  exprime  la  quantité  ratiemielle  yVf^. 

Ou  coaaait  par  là  la  racine  x.    Ciénéralcment  on  trouve  la  racine  ù"'x  en 
multipliant  la  première  des  équations  (33)  par  I,  la  seconde  par  a-"*,  la  trot- 
par       etc.,  et  ajoutant;  il  viendra  alors: 


En  donnant  à  rit  les  valenn     1,  1^  ...^—1,  on  anra  la  vateur  de  toutea  lea 
radnes  de  F  équation. 

L'expreaaion  précédente  des  racînea  contient  généniement  nn  nomlire 

l»r-"\  de  radicaux  différents»  de  la  forme  V««  Elle  aura  done  va  noaAre  ^ 
de  valeur^  tandis  que  la  racine  de  réi|ttation  tpx^Q  n'en  a  qne  fi.  Ibis  on 
peut  donner  à  Texpression  des  radNes  une  antre  forme,  qui  n'est  pas  e^osée 

à  cette  dillcnlté.  En  effet,  lorsque  la  valeur  de  yv^  est  fixée,  coHo  des  antres  ' 
radicaux  la  sera  également^  comme  nona  allons  le  voir.- 

Qod  que  soit  le  sonAre  ^,  premier  ou  non,  on  peut  toajomrs  tronvnr 
radae  «  de  Téquation    — 1=0,  telle  qpœ  les  radaes 

ttjy  ©a»      .  .  . 
puissent  être  représentées  par 
36)  «, 
Cela  pesé  on 

37) 
d'où  roQ  tire: 
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Le  second  membre  de  cette  rqnatiou  est  une  fonction  rationnelle  de  Xy  qal  ne 

cbnntr^'ra  pas  de  valeur  <'n  mettant  au  lieu  tîe  x  une  autre  racine  quelconque 
0'"jr,  euinnie  on  le  verra  aisément,  en  faisant  cette  substitution  et  ayant  égard 
à  r  équation  0/*'*^xs=&^x.  Eu  désignant  donc  la  fouetioa  doBt  il  s'agit  par 
\f'x,  on  aura: 

yVk'iV »iV*^=  ip»a=f  fl*=sipflV?  = . . .  ss  ^fl^^'ar, 

et  de  là: 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
des  raciaes,  doae  oa  pcat  rexprium  en  qnanlitte  «mmieB.  En  la  désignant 
par  a^f  on  aoiii: 

40)  Vi\(Vi\r-^=a^ 
et  de  là: 

A  r«lde  de  cette  foranle  rexpresslra  de  la  racine  x  deviendra: 

Cette  exiiressloB  de  «  n  a  ^e  ^  valeon  différentes»  ^n'on  obtiendra  en  sMtlant 

an  lien  de  yv^  les  /<  valeèra: 

'  •        'V  '"^  '  X 

La  métiiode  qiie  nous  avons  suivie  précédemment  ponr  la  résolution  de 
l  éruiation  (fx=iO  s'accorde  au  fond  avee  celle,  dont  Mr.  Gmtss  a  fait  usagft 
dans  ses  "Disquisitiones  tirithmeticae  pny.  G4H  et  seq."  pour  résoudre  une 
certaine  classe  d'équations,  auxquelles  il  était  parvenu  dans  ses  reclierclies  sur 
l'équation  a* — lr=:0.  Tes  équations  ont  la  m^me  projirn  le  qne  notre  équa- 
tion ^;r=0;  savoir  que  toutes  ses  racines  peuvent  être  représentées  sous  la 
fiMne: 

Xy  ùx,  ù^Xy.,,^~*x, 
6x  étant  une  Csnctlon  ratioanelle. 
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Ed  vertu  de  ce  qui  précède  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant: 
Théorème  OL    Si  les  racines  d'une  équation  algébrique  penrent  être 
représentées  par:, 

X,  ôx,  e*xy . . .  (p'-'x, 

où  d^'x  —  X  et  Ox  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  con- 
nues, cette  équation  sera  toujours  résoluble  algébriquement 

Ou  en  tire  le  suivant,  comme  corollaire: 

Tkèorrmr  W.  Si  deux  rncines  d'une  ('fyua)ion  irrédtirtihle,  dont  le  de- 
gré est  un  nombre  premio',  sont  dans  un  tel  rapport,  qu'on  puisse  exprimer 
Tune  ratiounellement  par  l'autre,  cette  éfpiatîon  sera  résoluble  algébriqaemenL 

£a  effet  cela  soit  immédiatement  de  l'équation  (11) 

fi'=m.n, 

OÙ  Ton  doit  avoir  m—l^  bî  ft  est  un  nunibre  premier,  et  par  conséquent  les 
racines  s'expriment  par  x,  dxy  f^x^  . . .  Q^-^x. 

Dans  le  cas,  où  toutes  les  quantités  connues  de  /.r  et  Qx  sont  réelles, 
les  racines  de  l'équation  9;;r  =  0  jouiront  d'une  propriété  remarquable,  que 
nous  allons  démontrer. 

Par  ce  qui  précède  on  voit  que  a^_|  peut  être  exprimée  rationnellement 
par  les  eoefficlens  de  tfX  et  0.17,  et  par  a.  81  donc  ces  coetlicicus  sont  réel^ 
<V<-i  ^<^>^  ^^oîr  forme 

Où  1/*'!  l'oirtre  qu'à  canne  do  la  quantité  a,  qui  en  géo^  Oit  iu^innke, 
et  qui  généfalement  peut  avoir  la  valeur 

o  =  co8-?21  +  Y—  1 .  sin 

En  changeant  donc  dans  a  le  signe  de  |/->-l  et  désignait  par  vlp^  la 
vaknr  cone^oadrato  do  «i^»  on  anra 

Or  suivant  (40)  il  est  évldenl^  qoo  a'^=s«^|,  donc  é=0  et 
43)  S-i"»'' 
Dono  Aft^  a  toajonn  one  valevr  réelle.    On  démontevra  do  la  mène 
manière  que 

i\  =  cH-«f|/'— 1  et  «y.is=c— rfK— 1, 
où  c  et    sont  réels. 
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Donc: 
De  Ut  OB  tire 

et  {Kir  snite  V{af^é')==tdi  d'on  l'on  foit  que  *  UwjMWi  me 

valeor  réeiie. 

Cela  posé,  on  peut  faire 

43)       c=(K()>"*o!i<),  «^=(Kv)^sin<>, 
Oi  ç  est  une  quantité  positive. 

Ou  eu  tire 

e*6el-A-dfra 

46)  «^««i-; 

par  ooMéiiucait  9  «en       i  la  valenr  amérifw  de  «;  D^aiHeifs  m  volt 
^e  a  eat  leajenn  poeiti^  ai  |i  eat  w  Miabie  lapair. 
Ceawaiaawtf  p  et  if ,  oa  aura 

V, = (l/'^>".  (ces  ê^y^  1 .  iia  ^ 

et  par  Mile 

i:î'*,=Kp.[(5e.(*-±^)+r--l.Bia(»^^^^^ 

Eu  substituant  eette  valeor  é»  yVj  dam  rexpreasien  de  «  (41^  elle 
prendra  la  forme: 

47)  x=l[-^+Kp.(ce.i±^+K~l.alui^^'L) 

+(F4.  C|^-l)l^p.(ooa  l(i±^  4.  v^- 1  .sin  1(»±^) 
H-  (  A + ir.  K- 1  )  (cos  -i^^iîî^        1 .  si»  iiit^X 

+  etc.  ] 

ou  (f.  A,  f,  g,  F,  G  etc.,  aont  des  fonctions  rationnelles  de  cos — ,  ain — 

If.  |fc 

et  des  cœin^ens  de  et  On  troarera  tontes  les  raeinet^  en  donnant  à 
m  les  valeurs  0,  1»  2,  3^ . . .   — 1. 

L'eapreasion  précédente  de  *  faîl  voir: 
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l%éorème  V.   qoe  pour  résoudre  réqnAlIoii  .9«=0^  11  mflh: 

1)  de  diviser  le  dreonférépce  ^tière  ds  eerele  en  ft  parâes  ^^et» 

2)  à'î  diviser  un  angle  ^qpi^oit  peut  oootrolre  ensnltoi,  en  /»  parties  égaler 

3)  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  ç. 

Ce  théorème  n'est  que  l'extension  d'un  théorème  semhlable,  «pie  Mr. 
Gttuss  donne  sans  démonstrutinn  dans  T  ouvrage  cité  plus  haut  pag.  (HH. 

I!  y  a  encore  à  remarquer  que  les  racines  de  l'équation  (fx=0  sont  00 
tontes  réelles  ou  toutes  imaginaires.  En  efTet  ai  une  racine  x  est  réelle,  les 
autres  le  sont  également,  comme  les  expressions 

Ox,         .  . .  ff^jet 
^  ne  opntienneut  qne  des  quantités  réelleB,  le  font  virir.       sn .  eontrafre  » 
est  imaginaire»  les  antres  raetnes  le  sont  ans^  car  si  pw  ex.  d^x  était  réelle^ 
êt^ij^x)  as  ifx  =:  Sf  le  snait  également  contre  rhypothèse.  Dans  le  pre* 
nder  css  «  sera  positif  et  dans  le  second  négntl£ 

Si  ft  est  un  nomira  inpoir»  toutes  les  radses  seront  réelles. 

La  métiiode  qiie  nous  avons  donné  dans  ce  paragraphe,  pour  résoudre 
l'équation  tF^=0,  est  appliquahle  lîans  tous  les  cas,  le  nombre  ft  étant  premier 
ou  non;  niais  si  ft  est  un  nombre  composé,  il  existe  encore  une  autre  niétiiode 
qui  offre  quelques  simplifications  et  que  nous  allons  exposer  en  peu  de  mots. 

s 

Soit  fi=^m.Mf  les  racines 

ar,  ex,  &^x, .  .  .  ùf~^x 
pourront  être  groupées  de  h  maidère  8id?aBle: 

*,     <P*,     fl^jr,  .  .  .  ¥^^x. 


6»*»-»»,  .  .  . 

£u  faisant  pour  abréger: 

48)  ff'x  =  OiX, 

49)  j:=x,,  ()x=x^,  o^x—Xf,  .  .  ,  ô"~*j?=«, 
on  peut  écrire  les  racines  comme  il  suit: 

|  i  j    X,,     O^X^,     tJ^X^,     ...  ÔJ-»X„ 
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Done'ei  wita  de  ce  qnToi  a  w  daas  le  2  «■  |ieat  déoonfHMwr  ré|Wh 
Ûnm  ^^0,  qui  eit  ds  d^;ré  m. m,  en  m  é^tloiw  dm  degré  'n,  dont  les  coef- 
fidenB  dépeedront  d'une  équation  du  degré  ni.  Les  ncinos  de  ces  «  éqnntions 
seront  respeettTenmt  les  tscines  V,  8*, . . .  m*. 

SU  »  est  on  snire  nombre  composé  m,       on  pent  décomposer  de  1s 

même  manière  chacune  des  équations  du  degré  n,  en  m,  équations  dn  degré  Hg, 
dont  les  coefflciens  dépendront  d'une  équation  dn  degré  m,.    Si  n,  est  encore 
un  nombre  composé,  on  pent  continuer  Is  décompositiOB  de  la  mémo  manière. 
Théorème  VL  £n  général,  si  l'on  suppose 

la  résolution  de  Ttiqualion  proposée  gurssO  sera  raneiiée  à  celle  de  n  éqsstiOBS 
des  degrés:  ^ 

W,,  Wj,  •  •  •  »!«. 

Il  suifit  mèuie  de  couuaitrc  une  seule  racine  de  ces  équationii,  car  si  on 
connsit  une  radne  de  f  équation  prupo&éi',  on  aura  tontes  les  antres  ndneis 
exprimées  en  fonetions  rationnelles  de  celleHd. 

La  métbode  précédente  est  an  fond  la  mémo  que  celle,  que  Jfr.  Gctttt 
donne  pour  la  réduction  de  r  équation  i  deux  termes  1=0. 

Pour  faire  voir  plus  ebirement  la  déeomposHîM  précédente  de  réqnslion 
ficrsO  ta  d'autres  de  degrés  moins  âevés,  supposons  p.  es.  ^==jM)as:5.3.2. 

Dans  ce  cas  les  racines  seront: 

D'abord  nous  formerons  une  équation  du  6'***  degré,  dont  les  racines 
seront: 

6'".r.  fi'^r.  Ir^x^  f  '\r. 
Soi!  li—Q  cette  équation,  on  pen<  dcuniniiit  r  st  s  ruelTiciens,  raiiouiieilement, 
par  une  même  quantité  ^,  qui  sera  ia  racine  d'une  équation  du  cinquième  de- 
gré: /'=0.  • 

Le  degré  de  rojantioii  /i:^0  étant  loi  même  un  nombre  compoKÔ,  nous 
fofiuerons  une  équation  du  5      degré:  /i^  =  Of  dont  les  racines  seront: 

et  dont  les  coeffidens  sont  des  fonctions  rationnelleB  de  y,  et  d'une  mène 
fssntité  ^  qui  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  Pj=0,  dans  laquelle 
les  ooeildenn  sont  exprimés  rstionnellemeut  par  jf. 

17 


Voici  le  talileau  des  opérations  : 

4- A^,  X). .r^-f + /.(y,  2)  =  0. 

On  lient  anul  commeaeer  pur  «se  équation  dn  degré  en.  eu  bien 
per  HM  éqnatieit  da  degré. 

RepreBon»  Féqnalioe  géttérde  9«=0. 
En  supposant  ^3=sai,iiy  en  pevt  fidr^ 

52)  «■+/y.T-'  +  /-^.a^»+...=0, 
y  est  dctemùBé  par  une  <  qu»tîon  du  m'^""  degré: 

53)  y"4-^.y-»+...:=.0, 

dont  tous  les  coeffieiens  sont  exprimés  ratiooneilement  en  ^pantités  connues. 
Cela  pobé,  t>oient: 

1-.^  =  JH,  . . .  »»„  et  /j  = 

V  =  w,»»;   i»  =  »»i».w«, 

plusieurs  maniérée  de  décomposer  le  nombre  t*  en  deux  fectenrsy  on  penim 
décomposer  ré<|natton  proposée  ^x=0  en  denz  antres  des  «•  manières  soi- 
mies: 

fPg(*t9Ù—^  dont  les  racines  seront  »,         (F^, , , , 
et  les  coeficiens  desfoncttons  rationnelles  d'une  ^santité  y^  rMîne 
d'une  équation  f^y^=0^  da  degré  m^, 

yj=0,  dont  les  racines  seront  r,  ff'^x,  fi^'^'T, . . .  Éi'"«-*>"«ar 
et  ]e!s  coefTiciens  des  fonctions  rationnelles  d'une  mômefoantitéjr,» 
racine  d'une  équation  /',y,=:0,  du  degré 

iFe,{x,  y„)=0,  dont  les  racines  seront  t,  . . .  e<»<i.-»>"«»x 

et  les  coeiTiciens  des  fonctiuuii  rationnelles  d'uue  même  quantité  y^, 
moine  ^nne  équation  f„y„—0,  du  dej^ré  m^. 
Supposons  nmintenant  que  nt^,  m^, . . .  pris  denx  à  denx,  soient  pre- 
miers entre  enz»  je  dis  qu'on  penm  exprimer  b  valenr  de  x  rafionnelleaient 
par  les  quantités  y,,  y,»  yj» . . . y«.  En  effet,  si  m,»  m,, sont  premiers 
entre  eux,  il  est  dair  qn'll  n'y  n  qn*ane  seule  meiBey  qui  satisfem  A  la  fins.A 
toutes  les  éqaations 

S5)     F,(4f,y.)=0,  >;(x,yJ=0,...JW*»y,,)=a} 
savoir  la  raeine Dono»  suivant  un  théorème  eonnn,  on  peut  exprimer  * 
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ntiainellcBeBt  fv  km  codRcieM  de  eet  éfoitieeA  et  eoméfneiment  pÊt  km 

ÇBantités  y,,  y,,...y„. 

Voila  donc  mmenée  la  rrsolatîon  de  l'équatloD  proposée  à  celle  de  •» 

é^atione:  /^jf,  ssO;  /',y,=0;  f„y„  =  0,  qui  sont  respecttreiMNit  des 

degrps:  m^,  m^,  —       et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonclioiiB  fsttonielkNl 

des  coefficiens  de  qix  et  Ox. 

Si  l'on  veat       les  équatious 

Roieiit  les  otoinH  élcvn  s  |)ossibles,  il  fant  choisir  m^,  7n^, .  . .  m„  tels,  que  ces 
noiiilires  soient  des  puissances  de  nombres  premiers.  P.  ex  si  Téquatloa  pro* 
posée  tpx  =  0  est  du  degré: 

57)  = 

<^  fj»  t^f'tM  sont  des  nombres  premiers  différents,  on  aura 

58)  «,  =:*^i;        =  «J*; . . .  ni„  =  f^*». 

L'i  (juaiion  pfoposée  étant  résoluble  al^briqueroent,  les  équ.itions  (56)  le 
st^rtmi,  aussi:  car  les  racines  de  ces  équatiotis  sont  des  fonctioas  ratiuimulles 
de  X.    On  peut  aisément  les  résoudre  de  la  manière  snivante. 

La  quantité  y  est  nne  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  de 
r équation  (ï>2),  c'est-à-dire  de: 

59)  X,  fi»*,  6»*, . . . 

Soit 

60)  y = fo=A«,        6*»*, . . .  t^^^xy, 
les  reeinee  de  réqnatiee  (55)  leronl 

61)  JRtî  F(fix);  Fif^i^i . . .  f\«^x)i 

or  je  die  ^  Ton  peut  expfiner  ces  rtcises  de  b  amière  ssivanle: 

6«)  3F,  iy.  AV. . . .  A^-V» 

OB  ly  est  use  imeliott  lattonoelle  de  y  et  de  qoeatités  coaanee. 

On  ann 

68)      F(lhf)i=f[9x,  9Ç$»x),  9((i^x), . . .  «(«t*-")^)], 
doBc  F(êafy  aen,  autant  que  Fx,  ase  fimetlOA  ralieaaene  -et  syiaétr^pw  des 
racines  Xy  d"x, . . .  0<*-*>»dr,  donc  on  peit,  par  le  proeéd^  trouvé  (Sé)  esp riaer 
^âx)  mtionnelleaient  par  f».   Soit  donc 

on  avte,  en  remplaçant  (en  vertu  dn  i.  Hiéorème)  «  par  fij^  6*x, . . .  6*~'«r: 

17* 
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Maiatcnaat  les  racines  de  1  «  (juaiiun  (i>3)  pouvant  être  représentas  par 

y»  ^y»  ^V»  --^'"  'y» 
Oft  peut  rénoadre  dgébriqucment  cette  éiiuatiOD  de  la  mdne  naïUAre  fae  l'é^- 
ti<ni9«==0.   (Voyez  le  théorème  n^. 

Si  m  est  une  poiManee  d'un  nombre  ,  pcenier  on  pent  encore  dte* 
miner  y  à  l'side  de  v  équations  du  degré  «.   (Voyea  le  tkéorème  VI). 

dmn  le  théorème  m,  l'on  anppoae,  que  t*  eoit  une  pnîManco  de  on 
àiii%  comme  corollaire,  le  théorème  avivant. 

néorème  VU.  Si  les  racines  «Tune  éqnation  do  degré  Sf*  peovent'  être 
représentées  par  ' 

.r,  rtr,  (r.r,  .  .  .  6'"-'^:,    où  fP^x=.X, 
cette  é(piatlon  pourra  être  rci$ulue  à  l'aide  de  l'extraction  de  (d  racines  quarrées. 

Ce  théorème,  appiiqné  à  1  équation  — ^— ^ —  =  0,  où  l<-|-2*  est  nn 

nombre  premier,  donne  le  théorème  de  iUr.  Gmt»9  pour  le  cerde. 

§.4. 

Us*  ^IpMf  fuNt  don/  tvmtm  Iw  (WcAm*  ftmtMt  étn  espriméoê  ratbanellmuat 

par  tme  d'acre  eUn. 

Nous  avons  tu  précédemment  (théorème  III)  qa'vne  équation  de  degré 
qnelconqne,  dont  les  mciaes  peavent  être  exprimées  par 

jcy  Ox,  C^x,  .  .  .  A*-"» 
est  tOQjmi»  résoloble  algébriquement 

Dans  ce  cas  toutes  les  rncincs  sont  exprim«'es  rationnellpmrnt  par  l'une 
d'cnfr»'  elles;  mais  une  équatiuu,  dont  h's  racines  ont  cette  propriété,  n'est  pas 
toujourii  résoluble  algébriquement;  néainiMiins,  hors  le  cas  considéré  précédem- 
ment, il  y  a  encore  un  autre,  dans  lequel  cela  a  lieu.  On  aura  le  théorème 
suirant: 

TMprèmo  Vlll.  Stât  t*=^  nne  équation  algébrique  quelconque,  dont 
tontes  ks  racines  pevrent  être  exprimées  rationnellement  pur  Fane  d'entre 
elles,  qne  nons  désignerons  par  x.    Soient  Bx  et  0^x  deux  antres  racines 
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fulomifwi,  *ré|yliOH  fcdfoiée  Mra  réaohible  algébrffsoMBt,      fw  • 

Li  d&ttonstration  de  ce  diéorènic  peat  être  rédeit»  vu  le  ekinp  A  la 
théorie  expoeée  {.  1^  CMune  aints  eUoos  le  viàr. 

Si  l'oa  connaît  la  racine  ;r,  on  en  aimi  ea  néne  tenjps  tohtet  le*  aalrai) 
il  snffit  donc  de  chercher  la  valear  de  x. 
.  Si  réqaatkui 

ni)  i*  =  o 

n'est  f^a  irréducUbie,  soit 

65)  fpT=0 
réqaation  lu  niuins  clevcc,  à  laqacUc  puisse  satisfaire  la  racine  .r,  ]en  coeff!- 
ciens  de  cette  équation  ne  contenant  que  des  quantités  connues.  Dans  ce  ca;» 
les  racines  de  Téquation  «;^:r=0  se  tranverent  paraii  celles  de  TéquatioD  xx=0 
(voyez  le  prenier  théerèa^),  et  par  coaséquent  elles  pooRoat  a'cqiriaier  fatep 
■eUemcat  par  r«ae  «Teatre  eUea. 

Cela  peaé  soit  9x  vae  racine  dtféreate  de  x,  ea  vertu  de  ce  fa'on  a  va 
dans  le  premier  paragraphe,'  les  racines  de  Pégnatioii  giarsO  poatroat  être  ei^ 
prhnées  eensM  il  sait: 

•Pj,      ftti,     ^^i>      ...  fl^'jTjj 

* 

et  en  formant  F  équation 

dont  les  racines  sout  a-,  ^y.r,  (f^x,  .  . .  '^"-'j-,  les  coefficiens  A',  A", . . .  ^"^  pour- 
ront être  exprimées  rationne Ucnient  par  une  même  ^lantité  y,  qui  sera  racine 
d'une  équation  irréductible*): 

67)    y" H-z'.y'"^  '  +  /'.i/"  p«-xy + /»- = o. 

dont  les  coefTlciens  sont  des  quantités  connues  (voyez  §.  2). 

*)  On  dt-rnontrera  itRément,  i|M  Cette  équation  ne  pourra  être  rédccUUc.  flcii  Bmê 
i'cqiiatioii  irr«fductible  en  g,  et  v  son  defré.  Kn  éUndiUBt  J^  en  carc  SM  ëqcMiMi 
en  X  du  de§nS  «v;  donc  itv^  (t.    Mais  on  • 

(LSM.a, 

doic  _ 

ce  fBl  cet  iBpwMlUfl^  car  v  mt  moladfê  q|ae  m. 
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La  détemtuliim  de'  x  peut  ft*effeciier  à  l'alfa  det  decz  ëqnafieM  (68) 
•t  (67).  La  immlète  de  eea  éfintieHi  etl  résolakle  algébri^eiieDt,  ca 
mpponat  les  coefficiens  oonans,  d'est-à-dire  la  qnaatlté  y  (Toyes  le  ttéofène 
JSfy  Qattnt  à  F  équation  en  y,  nous  allons  démontrer  que  ses  racines  ont  la 
même  propriété  que  celles  de  réqtiation  proposée  ^drasO»  Mvofr  d'être  expri- 
mables rationncllciuent  par  l'une  d'entre  elles. 

La  qtKuitit'  y  (>st  (vuy.  1,'>)  une  certaine  fonction  ratioaDelle  et  symé- 
trique des  raciaes      Ojc,  (P-r,  .  .  .  fj'^^x.    En  fai^tant: 

iy  =  t\x,  Ox,  a^x,  ....0°  '^), 
les  autres  raeineB  de  Téquation  (67)  seront: 
y^^fi^^t   $^x^ 

Bletafeiiatt^  dans  le  cas  ea  qneatioii  «j, . . .  x^t-t  Mmnt  dea  ftfacllOBS  lalioaneU 
lea  de  b  raolae  x,  F^ons  ea-etwaéqnence 

ar,  =  6,T,  .r„=        .  .  .  x^^$^^ 
les  fadnea  de  l'équation  (67)  auront  la  forme: 

Saivaat  l'iqrpothèse  les  fonctions  0  et  ^,  ont  la  propriété  qoe: 

équation  qui,  en  venu  du  theort-nie  1,  aura  lieu  en  substituant  a  ia  place  de  x 
une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  ^x=(i.    On  en  tire  «vccesaiTeaient 


L'eipcesaiOD  de  jf^  deviendra  par  la: 

y^^fid^,  e,dx,  e.ff'x, ....  d,ff-'x), 

«t  on  veit  que  y^^  eomme  y^  est  une  foactioa  ratimuuUs  et  tymétriqtie  dea 
racines 

Donc  en  vertu  du  théorème  II  on  peut  exprimer  y,  rationnellenteiit  par  y  et 
des  quantités  cuunues.  Le  même  raisonnement  s'appliquera  à  toute  autre 
racine  de  F  équation  (67).  Soient  maintenant  /y,  /jy  deux  faeiaea  qaeleon- 
ques,  Je  dis  qu'on  avra 
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£o  effet  ayaul  j>.  ex. 

ly = f(d,x,  ee^Xf . . .  d-'Ô,*), 

al 

OD  awrt,  CB  aettant      tn  lieo  de  r  : 

on 

donc 

et  égalenieat 

«ooc»  priaqoe  $jfi^=9JI^, 

I«eft  neinea  de  réfiation  (67)  enroirt  doae  prédBémeit  la  aiéiae  propiiélé 
que  cdlea  de  l'éqiiatloD  ^drasO. 

Cde  foaé,  en  feet  apfllqner  à  I* éqmtioii  (67)  le  ntee  preeéd^  qe*à 
l'éqnatieD  y»=0;  e'ea»4-dire^  k  déleminatkNi  de  y  peet  a'efllMlaer  à  faite 
dfe  deux  équations,  dont  rime  aen  réaelnkle  algâHrlqueaieat  et  l'antre  anm  1» 
prapriété  de  Td^nation  fdvssO. 

Donc  le  même  procédé  peut  eacere  être  appUfdé  à  eette  denrièro  éfnatfnn. 
En  conttanan^  il  est  clair  que  la  détcnninatton  de  ar  ponrra  s'effectuer  à  l*aide 
d'nn  certain  nombre  d'éqnatloas,  qnl  seront  toutes  résolubles  algébriquement 
Donc  enfin  l'équation  tpx=iO  sera  résoluble  à  l'aide  d'opérations  algébrùpMfli 
en  anppoeant  connnen  les  quantités  qui  avec  x  composent  lea  fenctiena: 

(f^-,    O^y   Oi^,    Ot^y  ydt^iX. 

n  est  clair  que  le  degré  de  chacane  dea  éqnatleas  auxquelles  se  réduit  la 
détermination  de  »,  aem  nn  factenr  de  ^  qd  marqne  le  degré  de  l'èqpiation 

^=0:  et: 

Théorème  IX.  Si  l'on  désigne  les  degrés  de  ces  éfuations  leapectife- 
ment  par 

99  y  •    •    •  f 

en  aura: 
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Ea  npprocliMit  ce  qei  pzéeède  de  ce  qei  «été  expoeé  dane  le  {.  3,  en 

ann  le  Aéeièflie  snivant: 

Théorème  X.  Siqppoaeat  te  degré  ft  de  FéqualioD  tfxssO  «Ucompoeé 
eomme  U  sait: 

68)  = 

où  f„  f,,  .  .  ,  fa  sont  dps  nombres  premiers,  la  déterminatiOD  de  x  pourra 
s'effectoer  à  l'aide  de  la  résolution  tle  vj  éfjnntions  du  de^ré  de  équa- 
tions da  degré  etc..  et  toutes  ces  équatimis  seront  résolubles  algebriqueracnt 
Dans  le  cas  ou  /'  —  2' ,  oa  ^eut  trouver  la  valeur  de  à  l'aide  de  l'ex- 
traction do  9  racines  carrées. 

AppItoÊHt»  mmtfmethm  dradoin». 

£n  désignant  par  a  la  qpiantfté  on  sait  qu'on  pent  trouver  une  équa- 
tion algttriqne  dn  degré  /t,  dont  les  racinea  seront  les  ft  quantités: 

coeo^  cos2%  cosSi^  . . .  cos/io, 
et  dont  les  eoeilelens  seront  des  nombres  rationnels.   Cette  équation  sera 

70)  J^,*^^+^»y.Jî^r^.^...=sO. 

Nom  allons  voir  que  cette  équation  a  In  méaie- forme  que  l'équation  x^  =  0 
considérée  dans  le  paragraphe  précédent 

Soit  eosa  =  x,  on  aura  d'après  une  formule  coonue,  quel  que  soit  a; 
71  )  cos  MU  =  0  {cou  a) , 

0&  d  désigne  une  fonction  entière.  Donc  cos  nto,  qui  exprime  une  racine  quel- 
conque de  réqnation  (70),  sera  «ne  fonction  rationnelle  de  la  racine  Soit 
da«  une  antre  racine,  je  dia  ipi'on  aura 

Ba  elfet^  solt  ^t^ssscosfli'o^  la  formule  (71)  domern,  en  mettant  m'a  au  lien  de  «: 

COS(SMl'a)  =  d(cos«t'«)  s:  W^, 
Da  In  mémo  manière  on  aura 

ooB(m*Ma)  =  d|(008s*a)  ^  tf^Oxy 

donc: 
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Dune  apiraDt  ce        a  vu  daaa  le  |iairagn|ilMs  précédeiil^ 

X  ou  eos«=eoB  — 

V'  ■ 

pourra  être  déterminé  algébriquement    Cela  est  conno.' 

Supposons  iMintenant  que  n  soit  m  nombre  premier  k»  nëi- 

not  le  réqnafion  (70)  seront: 

COS  "  ,   CMS   ,  .  .  .  cos  „    -  ,  cos2» 

La  dernière  racine  con^n  est  v.'^ulf  à  l'iinitr  donc  l'équation  (70)  est  divisible 
par  a: — 1.    Les  autres  racines  seront  (oujours  égales  entre-elles  par  couples, 

car  on  a  cob^|^^  =cos  i"^*^^^)"^^^  ^  ^(^^^  oq  p^ut  trouver  une  équation  dont, 
les  raeiaes  aeront» 

72)  coa-?^,  cos,^.  ...ODs-?îîl. 

Cette  équation  atra: 

Cela  posé,  soit 

COS  -s — r-  =  ;r  =  cosa, 
on  aura  d'après  ce  qui  précède: 

COS        j  — .0*  —  OOSSM. 

L'éqnation  (7^  aora  donc  satialàite  par  les  racines 

74)  X,  I»,  (R»,  fjr, . . . 

Os  a,  qnelle  que  êtlH  la  valiwr  de  «: 

0(eoBa)=oossMt. 

De  la  OB  lire  successivement: 

6*  (ces  <i)  =  0  (cos  ma)  =  ces  m'«, 
0*  (cos  a)  =  0  (c«swj*ff)  =  cosmV, 


(•"(ces  a)  =0{coBi»'^*ff)=coiwi''a. 
Les  racines  (74)  deviendront  donc 

75)      coso^  cosmos  cosa^a^  cosaÉ'a^ . . .  C08ai''«^ .  « . 
Cela  posé,  ri  m  est  une  radae  priaiitive  pour  le  module  fn-^i  (voyea 
GoMS  IHgqtdê,  aritkm.  paf.       Je  dia  que  toutes  les  vacioM  , 

18 
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76)  cm  a,  coh  ma,  cosm'o, . . .  cos  m*-'a 

seiOBt  différente»  eatre  elles.    Ën  eiTct  si  l'oo  avait 

cos»ii"«  =  cos»î*'a, 
où  /»  et  y  sont  moindres  ijue  »,  uu  en  tirerait: 

m."a  =  ±  nfa  +  2*;r, 
uu  A  est  entier.    Cela  doime  eu  remettant  pour  a  sa  Tileiir  » 

wi^'qFi»'' =m''(w»^qFl)=*(!^*+l) 

et  par  conséquent 

serait  dlvialble  par  ce  çit  eat  impossible,  car  2{/i—p)  est  moindre  «{oe 

jSit,  et  nous  avons  supposé  qoe  m  est  une  racine  primitive. 
On  aura  encore: 

C08/«''O  =  C0Sff, 

ear         l=(m-— l)(m-+l)  ett  divisible  par  £»+!•» 
et  par  «vite: 

cos»i"a  =  cos(  +  rt-f^".2-T)  =  oosa. 
De  là  on  voit  que  les  n  racines  de  l'c<iuatiou  (75.)  pourront  s'exprimer 
par  (76.) i  c'e»t4HUre  par: 

a-,  tjx,  0*.r,  O'x,  . . .  0"-*.î-,  où  (("A"  =  u;. 
Dose,  en  vertu  du  théorème  (111),  cette  équation  sera  réBolnUe  algébriquement 
En  faisant  n  =  m,.!», . . .      on  peut  diviser  la  drconférencc  entière  ds 
ecfdfl  «I  £»  4-  1  parties  égales,  à  l'aide  de  m  éfiatiens  des  degrés  »g,m«mp 
..,m^   SI  le»  nombres  Wj,  «,,...     sont  premiers  entre  «o,  le»  coefficienn 

do  ces  ÀjnationH  seront  des  membres  mlioanels. 

En  sapposant  «s  9f,  on  aura  le  théorème  connu  svr  les  polygones  regn- 
liers»  4|ui  peuvent  être  construits  géométriApement. 

En  vertu  du  théorème  V.  on  voit  que  pour  diviser  la  drconrérence  entière 
da  cercle  en  in-^i  parties  égales,  il  suffit 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cti'  le  en  2/i  pariii-^  »W;al('S, 

2)  de;  diviser  un  arc,  qu'on  peut  construire  easuifr,  fn  2n  parties  égales, 

3)  et  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quautité  {>. 

M.  Cams  a  énoucé  ce  théorème  dans  ses  Disquis^  et  il  ajoute  que  la 
quantité  dont  il  faut  extraire  la  racine,  sera  ég>1e  à  2r+  1>  ^  1"*^ 

peut  dénotttnr  ais^ent  comme  il  suit. 
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Ob  «  TQ  (40^      46)  qM  ^  Mt  U  ▼atevr  mniériqw  de  la  fÊÊÊMé 

oà«=eo.^+1^*l.irf.1^.  ]!ii«A.litn».tiKH.rar,e;r....h»nleiin 

coso,  cos       cos       . .  on  aara: 

•   X  (eus  a  4-«''"'coswia-f-«"~*co8m"a4- . . .  -J-  «  .  co»  m"~*a). 
Bn  développant  et  mettant  ^  (>  soas  la  forme 

±  ^  3= /o  + 'i«  + H- .  •  •+ W*^» 
en  tnrarera  ftcilement. 

-|-  CMM^a.ooBa  +  oMfltf^'tf.coBiMr-^  *  *  •  +  coswP-^.ooeiii^a. 
Bbiotenut  en  a 

coe  m'a.  ooBM^a  ==  ^ooe(m^ff + «Ta)  -f.  ^eM(«^a — m'a), 

dOBC: 

l^a=^(co8(mj"+l)«4-co8(M^+l)OT«4-cos(m^H-l)m*a+...  +  co8{nj''+l)m'*-'a) 
+  |(ooe(m^l)«^feefl(m^^l)ma4<»8(mi»— l)m*a+-"+<»^<^ 
Si  roB  ftlt  (m^+ 1)  a  =  a*,  (mf*—  1)  a=a',  on  nm 

tf^—^(co8a'  +  0(co8a')  -f-  6'(co80')  -f  . . .  +  0— '(coso»)) 

Celà  pesé,  il  y  t  deux  cas»  savoir:    est  diffânnt  de  léro  on  non. 

Dans  le  premier  eaa  il  est  clair  que  eoa  a*  et  cos  a'  sont  des  racines  de 
lequation  (75),  donc  ces  a'  =  ces  a*  =  En  sobstttoant,  il  viendra,  en 
remar^nt  que  fi'x  x: 

e^=  ^(O-'or  -I-  6''+'x  +  .  . .  +  r  'x  4-  a:  +  6*  -f  ...  4-  ¥-^x) 

+  i<o« *  -f-  e* +    +  ô-**  -f  «  +  ô«  + . . .  +  fi* 

donc 

—  a:  +  ea:  +  e'x  -f-  . . .  -f-  O-'j-, 
c'est-à-dire  If^  e»t  égal  à  la  somme  des  racineb;  par  buite  en  vertu  de  l'éqnap 
tiOB  (73): 

Dana  le  cas  oii  ^s=0»  la  valeur  de  tf,  devieadra: 

<;  =  ^  (oos  £«  +  eoa  2Ma  +  •  *  >  +  + 1 

èr  eoa  Sa  est  me  raciae  dé  l'é^tton  (7S^  doae  en  fidsaat 

eoe  ÈusV'^ 

i8* 
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+ +     +  +    +     + — 

par  coDséqaeDt: 

Bu  verta  de  ces  valeurs  de        tfi,  1»  valeur  de  -f  q  dcviendn* 

«  + «•  +  a«  +  ...  +  o-»  =  — 1, 

donc 

et  puibque  ^  eut  cssentiellenient  positif, 

2/1  +  1 

Cette  valeur  de  ç  donne 

donc  la  racine  carrée  qu'il  y  a  à  extraire  est  celle  du  pombre  Sn-^-l»  coauae 

le  dit  M.  Gtwss  ). 

a  ' 

Ciiriâuauia,  2d.  Mars  1828. 


*)  L'anteur  doiMn  duu  une  aatre  «ecasioii  des  «pplÏMtioiui  «ox  fonollaai 

(NatB  ût  Vr.  Cidle.) 
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Reekerekeê  sur  /e«  fonction*  eitiptiquef. 


J^epois  longtemps  les  fonctions  logarithnlfMI^  «t  les  fmctiou  exponentielles 
et  cireolaires  ont  été  les  scales  fonctions  transcendantesi  ^  Oit  attiré  l^utte^ 
tlon  des  g/>omëtres.    Ce  n'est  que  dans  les  derniers  temps,  qu'on  a  commenoé 

à  en  ronsi(l«*r<'r  qurlqurs  autn-s.  Parmi  celles-ci  il  faut  distinojîier  les  fonctions, 
noniinées  elliptiques,  tant  pour  leur  belles  propriétés  analytiques,  que  ponr  leur 
application  dans  les  diverses  hranches  des  mathématiques.  La  première  idée 
de  ces  fuDCtions  à  été  donnée  par  l'immortel  Euler^  en  démontrant,  que  l'équa- 
tion séparée 

i>  H   =0 

est  intégrable  algébriquement  Après  Euler,  Loffranffe  y  a  ajouté  quelque 
chose,  en  donnant  son  élégante  théorie  de  la  transfomation  de  l'int^rale 

— — — ^ ,  ou  Jt  est  une  fonction  rationnelle  de  *.   Mais  ks  pre- 

nier  e^  al  )e  ne  ne  trompe,  le  nenl^  ^1  ait  approfondi  la  natore  de  cea  fono- 
tiona,  est  M.  Lt^Mèett,  «pii,  ïTabord  dana  un  mémoire  aor  les  fonctions  ellip- 
tiqnes,  et  ensuite  dans  ses  esccellenta  ézenâcea  de  madiématlipiea»  a  développé 
nombre  de  propriétés  élégantes  de  ces  fonetiona>  et  a  montré  lenr  application. 
Depuis  la  publication  de  Mt  oovrage,  rien  n'a  été  i^onté  ft  la  théorie  de  M.  Le- 
gendre.  Je  crois  qn'oa  ne  verra  pas  ici  sans  plaisir  des  recherches  ultérieures 
sarees  fonctions. 

En  «rénéral  on  comprend  sotjs  la  dénomination  de  fonctions  eUiptiqnea, 
toate  fonction,  comprise  dans  l'intcgralc 

y*  BJs  

on  J2  eat  une  fonction  rationnelle  et  «,  ^  <  "ont  des  ^ntités  constantes 
et  réettet.  M,  Logendre  a  démontré,  qiM»  par  dea  aubstitutions  convenables  on 
peut  tonjoars  ramener  cette  lotégrale  à  la  forme 
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V 


où  P  est  im  fimctioii  ntiomielle  de  y*.  Par  les  lédnctlftu  oonendilea»  cette 
iatégnle  peut  être  eiBuito  ramenée  à  It  forme 

et  cdie-ci  a: 


f 

J  C 


OÙ  e  est  réel,  et  juoiudre  que  l'unité. 

De  la  sait,  qae  toute  foactioa  eilipuque  peut  être  réduite  à  lune  des  trob 
formes  : 

y* ✓(!— *  «to»»)'*^**^^*     ^*  ®"**^^'-/* (l+iiito*»)v'(l— «••!•*•)' 
amenée  iK  L^etidre  dooee  les  mmm  de  fonctteBS  dliiitîfaes  de  li  pce- 
■rièiei  eeoonde  et  troisième  eepèce.   Ce  sent  ces  trois  finaetions,  que  Jlf.  Le' 
gendre  a  considérées,  surteat  la  ptemita«,  ful  a  les  propriétés  les  plaa  reaier^ 
^pables  et  les  plus  simples. 

Je  me  propose,  dans  ce  mémoire,  de  considérer  la  foactiOB  ianmsci»  «^est^* 
dire  la  fonction  tpa,  déteraiinée  par  les  équations 

 f  «ft 

■iBl  =  9» 

La  detsière  dqnstion  dôme 
doae 

M.  Legendre  suppose  e*  positif  mais  j'ai  remarqué,  que  les  formules  devien- 
nent pins  simples,  en  supposant  «*  négatif  =  —  e*.    De  même  j*éeris  pomr 
plus  de  symétrie  1— an  lien  de  1 — «*.  En  sorte  fae  la  fonctloa  90 
sera  donnée  par  l'èqaation 

—  f  ^ 

oa  bien 

ç'a  =s  V'CCi  —  (1  + 

Ponr  abréger,  j'introduis  deux  antres  fonctions  de  »,  savoir: 
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Pluâm»  propriétés  éo  ces  finctioH  «e  dédsiMHt  iniiédiateneiit  des 
propriétés  cosimeB  dj»*la  fonctioa  elliptique  de  la  prasiète  espèce,  mais  dW 
tres  sost  pins  cachées.  Psr  ex.  on  démontre^  qae  les  éqoatiens  90  =  0^ 
fa  =  %  Fa  =  0  ont  nn  nombre  infini  de  racines»  T'^'en  peat  treover  tontes. 
Une  des  propriétés  les  pins  remanpiables  es^  qsTon  pent  «prinmr  rationnelle* 
ment  tf(ma),  F{nut)  (m  étant  ns  nombre  entier)' en  ^  fi^  Fa.  AnssI 
rien  n*est  pins  facile,  que  de  tronver  v(«itt}»  f{m»)  F{ma),  lorsfii'en  eonnaiC 
ç»,  /*«,  Fa -y  mais  lo  problème  inverse,  savoir  de  déterminer  ça,  fa.  Fa  en 
f{ma)y  f(ma)y  F{ma)  est  plus  difficile,  paroeqn'il  dépend  d'nne  équation  d*nn 
degré  plus  élevé  (savoir  du  degré  m*). 

Ls  solntloii  de  cette  éqnation  est  rolijet  prino^  de  ce  mémoire.  D^nboid 
on  fera  voir,  cosment  on  peut  trouver  tontes  les  racines,  au  moyen  des  fonc- 
tions       F,   On  traitera  ensuite  de  la  solotion  slgébriqnr  i^p  l'équation  en 

question^  et  on  parviendra  s  ce  résultat  remarquable  que    (^)»  /^(^)  ''  ^(^) 

peuvent  être  exprimés  en  9>a,  fa.  Fa,  an  moyen  d'une  fonctloi^  qui,  par  rapport 
à  ff,  ne  contient  d'antres  imtionnslités  que  des  rsdicairic.  Ce|a  produit  use 
classe  tris  générale  d'équations,  qui  sont  résolubles  algébriquement  O  est  à 
remarquer,  qne  les  expressions  des  racines  contiennent  des  «puatitéq,  constan- 
tes, qui,  en  général,  ne  sont  pas  exprfanables  par  des  qnsnlilés  slgébiiqncn.  Ces 
quantités  constantes  d^ndovt  d'une  équation  dn  degré  m*  —  1.  On  fera  voir 
comment,  au  moyen  de  fonctions  algébriques,  on  peut  en  rmcner  la  solution  à 
celle  d'une  équation  du  ic^ré  m  -|-  1.  On  donnera  plusieurs  expressions  des 
fonctions  ç>(2«-)-l)«;  /(2«-|-l)«;  F{2»-^l)tt  en  fonctions  de  çe,  /«,  Fa.  Ou 
pti  déduira  ensuite  les  valeurs  do  y«,  fa.  Fa  en  fonctions  de  «.  On  démon- 
trera, que  ces  fonctions  peuvent  être  décompnstV-H  eo  un  nombre  iafiai  de  fac- 
teurs, et  même  ea  une  inibitc  de  fractions  partielles. 

Propriété»  /ondamemtaie»  de»  foHctiom  9a;  /a;  Fk. 

I. 

En  supposant^  que  (1)^  on  aura  en  vertn  de  ce  qui  précède: 
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Par  là  00  voit,  que  a,  considéré  comme  AmotiOH  de  »,  est  positif  depui»  «=0^ 
juBcni'à  «  =:    .   fia  faisant  donc 

il  est  évident  que  ya.et  positif  et  va  en  augneotant  depuis  «sO  josqu'à 
as-^»  et  qifoa  aura 

4)  9»(0)=0,  ç(|-)=l. 

Parceque  a  change  de  Biy^e,  lorsqn'on  écrit  —  :r  à  la  place  de  x;  il  en  est  de 
même  de  la  fonction  ça  par  rapport  à  a,  et  par  conséquent  on  aura  l'équation 

5)  V>(— «)  =  — 

En  mettant  dans  (1)  m  an  Ben  de  x  (où  <,  puar  abréger,  représente  la  «|nanti(A 
Imaginaire  Y'^i)  et  dértgaant  la  valenr  de  a  par      fi  viendra 

6)  «=vo^oet^==y;-^^gj^^^^^^^^^^ 

est  réel  et  positif  depuis  »  =  0  Josfn'a  «s—,  donc  en  faisant 

^  —--^^  «•*«)(l+c«x>)]* 

»  sera  ponitiC  depnln  ^=  aèro  jtmqa'a  ^     ~,  e'est-à-dire,  la  fonetion  j«i  (/K) 

t>era  puHitive  entre  les  mêmes  limites.    En  taisant  ^=u  et  ^  —  î^^,  on  a 

donc  on  voi^  qa'cn  supposant  «  an  lien  de  e  et  e  an  lien  de  e, 

S<Jî)  se  ehmigera  en  9«. 
Et  parceque  /«  =  Vit  —  '^'v'"), 

Fa  =  V{1  +  eY")* 
on  voit,  que  par  le  dnngemairt  de  «  en  e  et  «  en     ^«0  ^  rentreront 
fespeetivement  en  /V  et  f«.   Enfin  les  équations  (3)  et  (7)  font  voir,  que  par 
la  mémo  tiansformatloi^  c»  et  o  rentreront  reqiectivement  en  o  et  «. 

Suivant  (7)  on  aura  «sss— pour  /?  =  ^,  donc  en  vertu  de  réqnation 

xi:=<p(^t),  il  Viendra 
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2. 

En  vertu  de  ce  qui  im'cède,  on  aura  les  valeurs  de  qa  pour  tonte  valeur 

réelle  de  a,  comprise  entre  """^  ^      y*  valeur  imaginaire 

4e  b  fome  fii  à»  cette  qatantit^  el  fi  est  vie  «piantlté  eoBtenne  entre  lee  Bnl- 

tei  —     et  H-       n  s'agit  nniiiteniBt  de  trouver  h  Tnlenr  de eetle fiwictton 

feôr  une  valeur  quckouque,  réelle  on  imaginaire,  de  k  vaitable.  Pe«r  y  par^ 
venir,  neoB  allenB  d'abord  établir  les  propriétés  fondamentales  dee  fenctiens 
fi et  F. 

Pavop  qu'on  a 

on  aura»  en  différentiant: 

fft  .pa  =  — 

Or  d'après  (8)  on  a 

q>'a  =  K((l-f (l  +  =  fu.fff, 

donc,  eu  Kul)sliliiaat  cette  valeur  de  9 'a  dans  |ps  deux  équatioas  précédentea, 
on  trouvera,  que  W  fonctions  ^a,  fu,  Fu  sont  liées  entre  elles  par  les  éqaationB 

[  (f  'n  —  fit .  Fu, 
9)  I /••a  =  — r'f/«.F«, 

Cela  posé,  je  dis,  qu'en  désignant  par  a  et  (i  deux  indéterminées,  on  aura 

Ces  formules  peuvent  être  déduites  sur  te  champ  des  propriétés  connues 
des  fonctions  elliptiques;  mais  ou  peut  aussi  les  vérifier  aisément  de  la  manière 
suivante. 

En  désignant  par  r  le  second  membre  de  la  première  des  équations  (10), 
on  aura,  en  diiférentiant  par  rapport  à  a  : 

19 
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Bo  mbilitiiuit  pour  çi'c^  fa,  F'»  Imus  vatows  douiées  par  les  éfnlfMui 
il  vtettdxa 

/dr\        fa.Fk.fji.F^    __  ge'cVa.ç'^./tt./g. J'^g.i'^ 

\da/       l+««c*9*«.9'«p  (l+tf»cV*-1»"W* 

tf'iil^  m  snbstitiHuit  pour  et  F*«leiii»  vdenrs:  1 — «^*a, ,  l<4-^9%  et 
oniélniMii^  on  tlie 

Bfainteikant  a  et  fi  entrent  synétr^oeneat  dans  l'expression  de  r;  donc  on 
«m  la  Tatenr  de  ('^}*     penratant  «  et  /9  dan»  la  ▼aliNir  de  Orpar 

cda  reipreestoii  de  (-^)  ne  change  pas  de  valeur,  done  un  aura  (^^^  =  (^)- 

Cette  équation  aux  différentielles  partielles  £ùt  voir  que  r  est  foactioa 
de  a+Z'i  <^OQC  on  aura 

La  forme  de  ia  foucUon  y)  se  trouvera,  en  donnant  a  une  valeur  put-ticulière. 
Sn  sopposantpar  ex.  /9s=0,  et  remarquant  que  9>(0)=:0,  /'(0)=1,  F{0)=:i, 
les  deux  valems  de  r  de^esdreiit  , 


et  delà 

r  =  i^(a  +  /î)=i;p(«+/î). 
La  première  des  formules  (iO)  a  donc  lien  effe<Uivement. 

De  la  même  manière  on  vérifiera  les  deux  autres  formules. 

Des  formules  (10)  on  peut  déduire  une  foule  d'autres.  Je  vaisiappoi^ 
ter  qaelqnesMUies  des  plus  remarquables.  Pour  abréger  je  Caûs. 


uiyiiiz-ca  Dy  Google 


M) 


147 

Bm  chaifeant  l'abord  le  aigae  da  A  on  oMaoan 

I      + /?)  -  9(«  -  (î)  =  Mi^, 

Ba  foranat  le  prodalt  de  ç>(o+/S)  et  9>(a— /S),  oa  traama 
ou,  en  snbstitaaiit  les  valears  de  f^,i,  F     P**^  çp/î  et  y«: 

 S»  ' 

ar  iï  =  1  +  «•«  V«  •  V  Vt 
Oa  tnwvan  da 


4. 

Ea  ftlBaaft  daaa  leafoimika  (10)  /'»±-|-^  et 


19 
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1 


W) 


De  là  on  tire  sar  le  champ: 

»  a + «)=Hï  — )î  /(t +-)=-/(!  — )' 

f(^+«)=*-(^-.)i 
»  (l-i+.)=,(fi-.)i /"(f  <+«)=- 

M)  K"  +  ^) (« + |-')=±i; f (»±,^).F«=i4±.|..y„=i. 

£a  faisant  a  =  ^  et    H  on  trouve  de  là 

Euvîte  les  é^tioiis  (17),  en  y  mettant  dans  les  trois  (remises  a-^  an  lien 
de  ff,  et  dans  les  trois  dernièrei  « + -^^  ''^     «iMMOt  les  sufamtes 
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et  en  mettant  a  -|-  a»  t>t  a  4~  ai  au  lieu  de  a  : 

/\2(D  +  o)  =  F«  ;  F(2ai + «)  = 
Gei  éfnatioiis  fmt  voir  que  les  foBcUoos  9»,  /a.  Fa  sont  des  kmetàoMpéri' 
ùH^uet.   Oa  en  dédnin  sans  peine  le»  ralTOites^  «ù  «  et  11  Mmi  deux  non- 
bres  entien  poidfifo  on  négatifs; 

!9((H-«)H-(»--»)oH-«)==v«  ;  ^<(i«+w)«i+(»-i»+i)«sH^)=^»«s 

Ces  (orawles  yeuTeat  anaai  s'écrire  comme  il  suit:- 

itf  {mt<)  -f-  vxsi  i  «)  —  +  ( — 1  )""*■"•  9*» 
/îmw  4-  WO<4:  a)  r=  (— l)"./'rs 
M[mw  +  7mi±  «)  =  (— 1)-.F«. 
Ou  peut  remarquer  comoie  eus  particuliers: 

F{mto±u)^Fai  f1[»0i±<e)=(— l)-.#Vr. 

5. 

Les  formoles  qu'on  vient  d'établir,  font  voir  qn'on  aura  les  valeurs  des 
fondions  tpa,  fa.  Fa  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginnirps  de  la  vari- 
able, lorsqu'on  les  connaît  pour  les  valeurs  réelles  de  cette  quautité,  comprises 

cabre    et  —  y  et  pour  les  valems  iaiaginairea  de  la  foraie  ^  où  ^  est  com- 

prls  entre     et  —  ~ . 

En  effet,  supposons  qu  on  demande  la  valeur  des  fonctions  ç(u-|~/^*)» 
f{a  -|-  /ift),  F{a  -\-  où  a  et  fi  sont  des  quantités  réelles  quelconques.  En 
Mettant  dam  les  fomdes  (10)  /Jt  à  la  place  de  il  est  clair,  qu'on  nun  les 
trais  fonetimB  dont  0  s'agit  exprimées  par  lea  foneticns  9»,  fa,  F«, 
fUfit^t  F(fi^  11  ne  leate  den^  fi^A  déterminer  ces  dernières.  Or,  fndies  fw 
scient  les  valenrs  de  a  et  ^r,  on  pevt  tonjonrs  tronver  denz  nomtecn  «aticni 
m  etn,  teb  qne  «sM.»±«S^8jio±iS*,  sàa'  est  me  fuailHé  osmpclie 


«■tre  0  et  ^  fi'  ^  ^+  ^^oêc  m  anra,  es  vwta  de»  éfn»- 
tfoM  (Sa*)^  eÉ  Mibstîtiunit  les  valeurs  précédentes  de  «  et  ^: 

f  {«)  =      ±  «')  —  ±  (— i)"f«'» 

= /(«M  ±  «0 = (— ir-M 

Donc  les  liMetlens  tptt,  fa,  Fà,  f{fiî^  F{fiti  seront  exprinées  cowsw  on 
vient  de  le  dire,  et  per  snUe  snasi  les  fonetioin  ^(a-)-/}^  /(o-f-^^  1Y«+/Kf). 

Mens  «vom  vn  préeédenunent^  «(ne  9a  est  réel  depuis  ass— >y  JnMpfà 

«  =  4-  Y  »  e>  qtte  -^^J^  est  réel  depuis  a  =  —    jusqu'à  o  =  -j-  y. 
Dons  en  verbi  des  équations  (29)  il  est  ddr:  ^ 
fl)  que  f  (a)  et  î^*^  sent  réels  pour  tonte  valeur  réelle  de  a;  9«  est 

compris  eutre  — i  et      ~,  et  -ii^  entre  —  -i^t  +  i; 

9)  que       s'évanouit  pour  a^m»,  et        pour  «ism^  m  élairt  us 

mUer  posittf  ou  négatif;  mais  91(0)  n'est  pas  nul  pour  incnne  nulM 
réelle  de  a. 

En  remarquant,  que  fa  =  YiX — ""y'a),  Fa  =  K(l-H*9*«)>  il  suit  de 
ne  nous  Tenou  de  dire: 

1)  que  les  fonctions  /(a),  jF\a),  /(«Q»  sont  réelles  pour  tonte  \-a- 
de  0; 

2)  que  /(«)  est  <  orupris  entre  les  limites  —  1  et  -f-  i  et  jF\«)  eatre  les 
lUntitea  -f- 1  et  +  +  '^}*  onsorte  que  Fa  est  positif  pour  tonte  valesr 
réelle  de  «; 

S)  que  /|[c(i)  est  positif  et  compris  entre  les  limites  + 1  ^  }^(l  + 

et  F{(xï)  entre  les  limites  —  1  et  -|-  1  pour  toute  valeur  réelle  de  «; 

4)  que  /(«)  s'évanouit  pour  a=(m-|-|^)«  et  /Xia)  pour  ai=(m-)-^)o; 
mais  pour  nulle  autre  valeur  de  «. 
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On  remarquera  ce  qui  mi^  OMimeoORoUairesqa'oa  tire  des  formates  (22): 
I)  Soit  asa  •  DtM  M  «ÊÊ,  en  femarquant  ijae  9)(0)  =  0,  f{0)  =  1»  ' 

!9i(MM  +  iîaO»0 

S)  Soit  En  vertu  4eo  éqaalioiis: 

OB  mra 

3)  Siil  a  =  -|.i   £d  verta  de»  éipiatioiui 

•(4')=v.^(ï')=4--''(»')=<'- 

on  aura 

+ (ii+i)«l)  =  0. 
.4)  Soit  ass  -~ — |-         Eb  vetta  des  équatioi»  d-dennn  o»  Mira 

(9>((«iH-i)«  +  (n+jM)  =  i, 
26)  /■((,„+i)«  +  (n+|)m)  =  ^, 

Les  «qualioDS  (25),  (24),  (2^)  font  voir  que  la  fonction  9)(a)  n'évanouit 
tontes  les  fois  que  a  est  de  In  iome  assin<o-f-7ia>;  que  fa.  s'évanouit  tontes 
les  foin  fne  «  est  de  In  forme  «=(fn-)-^)<»-|-msi,  et  que      n'évanoott  tontes  ' 
Im  fois  ^  «  est  de  In  fonAe  tisM«-)-('*+à)°*'  ^^'^       P^°'  ^^^^^ 

•otfo  vnlenr  de  «»  les  finetionn  90»  Fvi  nnrant  aécetsaiiMMnt  me  vslear 
dUfdrente  de  sdiOi 
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SnpposoBS  en  effet  ^'on  ait 

ç(a+/î»)  =  0, 

a  et  ^  étant  des  quantités  réelles.  Kn  verta  de  la  première  des  femiiiles  (iO^ 
cette  équatioD  peat  s'écrire  comme  it  suit: 

9tt./(gi) . ■P(y)+9(P0.ybt.^  _ Q 
l  +  e«c«9«a.ç*(?0 

Maintenant  les  quantités  ça,  f{^i),  F(^i)  sont  réelles  et  <f(Jii)  est  de  la 
forme  i.A,  où  A  est  réel;  doue  cette  équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins 
qu'on  n'ait  séparéinpiit  : 

<fia).m)  ' FiP^  =  0 ;  çC^O ./■«>«  =  0. 
Ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites,  que  de  deux  manières,  savoir. en  falssnt 

g)(«)  =  0,  çOÎ»)  =  0, 

00 

Les  deux  premières  équations  donnent  et     mm  ;  p  =  ne* 
Los  d(  tix  deenières»  en  remarquant  que      et  flfi^  ne  pewenl  Jamais  s'é- 
vanouir, donnent 

/a  =  0,  /X^»)  =  0. 

d*o& 

llbis  pour  ces  valeurs  de  «  et     la  valeur  de  deviendra  ialnie;  donc 

les  ?;eu1es  valeur  de  «  et  fi  sont  »=m»  et  ^=n(%  et  par  conséquent  tontes 

les  racines  de  l'équation 

'  9{^)  —  0» 

pemrest  étra  représentées  par 

De  la  mémo  UMialère  on  trouvera,  que  tontes  t«i  raeines  de  Téquatioa 
peuvent  (Hre  représentées  par 

et  celles  de  Téquatiou 
par 

7. 

Les  fonaoles        font  voir  qu'on  satisfait  aux  trots  équatl 
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en  donnant  à  x  une  des  valeurs  de  b  forme 

50)  «  =  (»+i)»H-(»-fi)oi. 

Or  M  peut  4àmMtm  qne  les  ûquatiMt  an  foutiOB        pas  d'antres 


Bb  effet,  zyaét 

♦V'-î-îV  A'-^')        .  'K'-i) 

les  éqaatiomi  en  question  cntraineront  celles-ci: 

»(— T-t')  =  <>'  f{'-l')=o.  *'(«-f)=0; 
■ai»  en  verta  de  ee  qa'oa  vient  de  voir  daas  le  anaéro  précédeBl^  «et  équ- 
tiou  .deaeeiit  reaimctivemeat; 

<^eat-à-dire,  €■  anra  pour  les  trois  équations  : 

*  =  («4.i)»+(»-|-i)o<. 

c  g>  Il  d* 

a 

Ayiat  froavé  cornue  d-desaoB  tootea  les  radies  des  équatUiDs 

je  vais  MalstOMUt  cheréher  les  raeises  des  équations  (Iwi  géséralea. 

m^fa,  F{x)=:Fa, 
oà  «  est  ue  quantité  qoelcoifiie  réelle  où  iangioaire. 
-  Cosaldérons  d'abord  l'équation 

V(t^)  —  V«  — 0. 
Es  foisaiit  dans  la  seconde  des  formoles  (12) 

on  tronvern 

„ 
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Cette  éfuation  ne  pevt  snliBister  que  duM  l'un  des  cinq  «ae  BuiTanls 


1 

=0, 

2. 

=  0, 

d'où  a?  asB  —  «  -|-  (Eni  +  !)«  Snot, 

3. 

=0, 

d'oft  4rs_a  +  XnM  +  (8ii+l)Gi, 

4 

-.(^) 

d'oà  «=a4-(fai4.1)co  +  (2724-l)oi, 

d'où  «=— « H-(tM+l)o  4-  (te  + 

La  résalotioD  de  ces  cinq  éqaatiinu»  est  covteime  dam  les  fonmles  (27),  (88), 

Des  valeo»  trouvées  de  ;r  il  faut  rejeter  celles,  qne  donne  la  fonuile 

x^  —  a^  (2m  -I- 1)  co  -f-  (2n  +  l)oi^ 
car  une  telle  valeur  de  x  donne  en  vertu  de  (22): 

(f  X  =    Tiff, 

tandis  qu'on  doit  avoir  ffx=i^fa\  mais  les  autres  valeun>  de  exprimées  par 
les  quatre  piemiëres  feminleB,  peuvent  être  admises.  Elles  sont,  comme  on 
voU^  eontemes  dans  la  iwnle  fommle: 

M)  arsB(— l)*^.a  +  m«  +  flsi 

Telle  est  donc  l'ézpnssion  générale  de  toutes  len  meises  de  réqnation 

De  In  même  manière  «n  trooren^  qne  toutes  le  racines  de  Féquatlon 

sont  représentées  par  la  fonnnlr 

et  toutes  ceileti  de  l'équation 

FxsstFa, 

par  la  formale 

53)  arss±a+iRM  +  teoi 

§.  D. 

Fumait»  ftrf  Asontf  Im  iwfeiif •  d»  ^mi),  /(««),  -^«a)  «fprâmtof  m  fmathn»  rttkm- 

ntUeê  d»  ya,  /a,  A. 

«. 

Reprenons  les  formules  (IS)u  En  ftlsant  dus  la  i',  3*  et  5*  a  sas  j^f, 
il  viendra: 


îç(iip)./3./fp 


M)     {  A» + 1)^= -    +  ^^fiii, 

Oà  ^  =  1  +  .  f^V- 

Ces  formules  doaucut  la  valeur  de  (f(Tt-\-i)ii  t  u  f  (« — 1),^  celle 
de  /*(îi-f      en  /"(n— et/*(n/SX  «t  celle  de  -F(n+     eu  1)/?  et  F(n(ï). 

Donc  en  faisant  Ruccessivement  n  =  1,  2,  9 . .  ,  oa  trouvera  sHCcessivement 
les  vaicars  des  fonctions: 

ç.(3/î),  ç(4^)...Ç'(nA), 

F {2^,  F(3,>'),  /W)  -  .^(«/^)» 
csqwbnéei  es  finetkma  rattoimeltas  des  trois  quantités 

Em  bisait  pu  es.  ns^U  ob  anm. 


35)  + 


Les  fonctions  (p(nf)),  f{nf)),  F(M(Î)  étant  des  fonctiuns  rationnelles  de  ^^J, 

f^t       on  peut  toajoiira  les  réduire  à  la  forme        où  P  et  Q  sont  des  fono- 

entières  de  ^fi,  fp,  Ffi,  De  même  il  est  clair,  que  le  dénominateur  Q 
h  méoM  valeur  peur  les  trois  fonctions  que  Ton  considère.   Soit  donc  - 


55')      ^nfi)  =       f(^=.      ,  F(f,^= 
également 

9(«  + 1)^^  =       >  A«+  i)^=        ^«  + =  ^  ' 

«ï«+»  «<•+•  "•+' 

1>^=        ^^'^^  fe-» 

Éa  sobstituant  ees  vale«is»  la  prenière  des  fonmles  (54)  dericiidra: 
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En  égalmt  les  nuiéfiteaiB  et  les  dénoninKciini  de  ces  deux  tneàOÊM, 


StHt* 


36)  iP^=-/^^(fiV+AVi»-l"0  +  ^.^.J*..ft..Ô. 
La  Mcoiide  et  la  troiiiène  dee  éqnaAieiw  (34)  démenât  de  la  mémt  meière: 

59)  P'^=—P'^AQ'n  +  -^-m-P'^Q.'Q^^ 
En  foieant  dans  ees  quatre  formules  n=l,  2,  3 . . et  remarfunt^  qa^ea  ant: 

/\=  1 ,        z"^.  y-„=  1,  P'^  ^  Pd, 

on  trouvera  successivement  les  fouctious  entières  Q^,  Z'.,  P*.,  pour 

tontes  les  valeurs  Ae^  n. 
Soient  pour  abréger: 

40)  ç^  =  x,f(i=.i,,  ¥ii  =  2et 

41)  ^=:jp«,  +  c>c»a:*/»„ 
les  fonmles  ptécédeates  donnèrent: 


fi»-!' 


Sa-  poeaaV»  =  1»  t,  ea  aara: 

jlp.  !  H- fVo^, 

44)  (  =*(4yV 

y{tQ.P\—Rè. 
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Eo  continmiit  de  cette  sorte,  et  m  remarquait  foey'ssl  — a^al 
+        on  veim  aisénent,  que  les  qwmtités: 

19.,  Zîi.,  Zs+i.  i*»^,  2S:±L,  i*..^ 

■rat  des  foneâonB  entièrai  dei  trois  fusntités  x\  y*,  n*  et  par  eraséfiient 
sossi  de  rose  de  ees  quantités  foeleraqae  poar  une  valeur  eatière  qndcoaifne 
de  ». 

Cela  hSt  voir  ipe  les  expressiras  de  ff/i^H,  Ffftfi)  serost  de  h 
fonae  tuimte: 

U(2«^  =  g>fi.ffi,F^.T,  g (2h  +      =  g,fi.T 

(i^Sn^t/)  =  r, ,  -nr2;j  -f      =  F.^ .  7^, 

oà  J  etc.  représentent  des  fonctioDS  ratiuimclles  des  quantités  (fp^\  {f^)\  {P^*' 

§  HT. 
Rétolution  des  équations 

^  10. 

Snimt  ce  qa*oa  a  vo,  les  fonetioaa  ^(n^  fi^tf)»  Axt*)  e*expriiaeiit  ra. 
donaeUeneitt  ea  y,  «.  Le  réeijiroiine  a'a  pas  htm,  car  les  éfoatioiia  ,(SB) 
sont  en  général  f  «a  degré  tris  éleré.  Biles  rat  par  cette  raisra  va  certain 
noadwe  de  radaee.  Nora  allons  voir,  coaunent  on  pent  aiséoMat  ezpdunr 
trates  ce»  racines  an  moyen  des  fonctions  ^,  f,  F. 

A.    Considérons  d'abord  réqnation  9»^^)  =  .^,  on  P,,  et 

clierclions  toutes  les  valenra  de  x. 

Il  Tant  distin^er  deux  cas,  selon  qae  n  est  pair  on  impair  : 
.  I)  Si  n  est  un  nombre  pair. 

J)'aprés  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent  (4S),  ou  aura  dans 
ce  cas 

9(211/5)  =  y. 
e*e8fr4-dinv  en  vertn  des  fonmlis 

V(£»^  =^*V(«»).1/((1  -c«**)(l+«V)> 
Doae  réipatira  en  x  devieadra. 


1Ô8 

Ba  désignaat  le  oecood  membre  par  0(^*),«on  «ira 

>«(2«,?)  = 
^  étant  une  des  valeurs  «le  a,  un  aura 

46)  (^'(2/*/î)  =  6(9>V), 

équation  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de       Pour  trouver  lea  aotras 

valeurs  de  x,  soit  x  —  tpa  une  racine  quelconque,  on  doit  avoir 

Or,  «D  nettaot  dus  (46)  a  an  llea  de    Il  viendra 

9\titc^8s:l(9*«X  dooe: 

é^lioB  q«|  nvleat  à  ces  deox-d: 

f(intt)z=^in/î)  et  sas  — 9(81^ 

Le  première  denae  ea  vertn  de  (31) 

f  na  =       .  (—  1  )~+."  -]-»<«  +  /jot, 
où  m  et  /«  sont  deux  nombres  entiers  qoelcon^es,  positils  on  négatifs,  zéro 
y  compris. 

La  secundo  (ionne  les  mêmes  valeurs  de  Siut,  mais  de  signe  contraire, 
comme  il  est  aisé  de  voir,  eu  l'écrivant  comme  suit: 

Vi—imt}  =  9'(2«/î). 
TovÀe  vaiear  de  Èntt,  fai  aaOïfaU  à  réqaation  (47%  peut  donc  éCre  repiéacatée  par 

De  U  en  tire  la  valeor  de  a»  ea  divisant  par  in,  soreir: 

« = ±  ((- 1     . 4- ^  »  +  è  o  «> 
Ayant  la  valeur  de  «r,  on  aora 

48)    yrt=±r;((-ir+."./î4-|i(o-h-iLoi)  =  ar. 

Donc  toutes  les  valeurs  ih^  r  sont  contenues  dans  cette  expression,  et  on  les 
trouvera,  en  donnant  aux  nombres  m  et  yu  toutes  les  valeurs  eutiires  depuis 
— 00  jusqu'à  -|-oo.  Or  pour  avoir  toutes  celles  qui  sont  différentes  entre 
ells%  il  suffit  de  donner  k  m  et  fi  des  valeurs  entières  moindres  que  Bn 
effe^  quels  qœ  seient  ees  nenibres,  on  peut  teajears  les  supposer  réduits  à  la 
fimne: 

«1=811. jH=8i(.itf4>i^» 
où  kf  k  sont  des  nombres  entiers,  et  mf,      des  nombres  entiers  moindres  ipit 
8».   En  snbstitaaat  ces  valeurs  dans  rexpression  de  at,  elle  devieadra: 


uiyiiiz.CQ  by  Google 


lit» 


or  en  vertu  de  (22)  cette  expression  se  réduit  à  * 

Cette  ▼aleir  de  «  eit  4e  I»  vâM»  Ibme  fie  la  |MPéeéde«te  (48),  m  et  aeele- 
■ent  ieet  ranpbcte  pir  et  fal»  tons  les  deoi^  Mot  peeitib  et  noiadmi 
^e  f»;  doac  on  obtiendra  tovtea  les  valeus  diSérenleB  do  en  donnant  000* 
leinent  à  m  et  /i  toi^a  Ion  valenni  ontièKB  depuis  zéro  Joaqu'à  9»  Toolw. 
ees  valears  aont  néoeasalceMent  dUTéfentea  entre  oIIob.  En  éSei,  aappoaonn  par 
es.  fo^on  ait 

il  n'en  suivrait,  d'après  (31): 

t  et  il!'  étant  des  cntierB. 
Cètte  dfaation  donne: 

Les  dans  pranières  é^tioos  no  penv^t  pas  anbaister  k  moins  qae  lif  =  l, 
kssi,  fif=Sn — fi,  «'ss£»— m,  et  alors  la  demièio  de?iendia: 

5SS  —  (— 1)^, 

d'an  l'on  tire: 

(— 1)*^V  =  — 1, 

résultat  absurde. 

Doue  toutes  les  valeurs  de  x,  conienues  dans  la  formule  (48)  sont  diffé- 
rentes entre  elles,  si  m  et  ^  sont  positifs  et  moindres  que  2n. 

Le  nonbre  total  des  valears  de  x  est,  comme  il  eat  aisé  de  voir,  égal  à 
f(2ii)'=8tt*;  or  Téqnatlon  (p*{2n^)=^x^)  m  peut  pas  avoir  des  racines  égalée, 

Ciu  dans  ce  cas  un  amait         \  —  Q  ce  qui  donnerait  pour  u.  uuc  valeur  Ib- 

dépendaiite  d«"  o\  Donc  le  degré  de  IVwjuadon  rp^{2n(})  =  ^x"^)  est  égal  au 
nombre  des  racines,  c'est-à-dire  ù  8n'.    Si  par  ex.  71=1,  ou  aura  Téguation 

OU  bien         (1  +oV««)*.  — «•âr*Xl  +«»**yi 


1 
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et  d*aprè»  It  fonude  (48)  I«s  imIiim  de  eette  éqaatioo,  an  Mbre  de  ioi^ 

MMIIÉ: 

*=±v(-<^H--|');*=±»(^H-Y+|'> 

^  Sin  uimnmin  impair  =sSii  +  l. 

Dans  ce  cas  ■  est,  comiue  aous  i'avons  vu,  une  fonction  rationnelle 
de  «I  et  par  conaéqiient  réqaation  en  x  sera: 

Prietoénent  ceoune  dans  le  eaa  préeédea^  oa  tnmrera,  que  teotes  les  la- 
cfaus  de  oette  éqoatioa  peuvent  dtre  lepcéaentéea  par 

M)         .=,((_i)-..,,+  -^„+^oi). 

où  il  faut  donner  à  wi  et  /t*  toutes  les  valeors  entières  depuis  —  n  jusqu'à  -{-  n 
incl.  Donc  lu  nombre  des  racines  diilt  rentes  est(2/i4-l/  -  C  est  aussi  le  de- 
gré de  réfoation  en  question.    On  peut  aussi  exprimer  les  racines  par 

Si  par  ex.  n  — 1,  on  awa  aae  équation  du  degré  3* =9. 
La  foimnle  (5i)  donne  peor  »  lea  9  valenia  aoivaateas 

»(-''-t). 

ï). 

»(-/»+!'). 
•(^-f-f). 
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fi.    CoBiiidérons  iluiliteoant  l'équatiou 

et  efaatdMMift  les  valouni  de  y,  qoi  (MtisliMit  à  oette  èqiittioa.  La  ftoetliHi 
—  itiai,  eoMiMoii  «  m  plus  bm^  nttoiiidle  en y:  féfnailo»  eD  jr,  ettftiMait 

-^=^),  sera 

Uee  des  racines  de  cette  éfoation  est  y=ffiy  donc^  quelle  que  waH  la  valeur  de  /S!: 

53)  f(n?)^We)\ 

Pour  trouver  les  autres  valeurs  de  y,  soit  «  une  aouveile  iaconaue^  telle  que 
y:=.fu,  on  aura 

or,  en  vertn  de  (£i3)  le  BceMMl  aienilMre  est  égal  à  fgm)»'  done  ynnr  détanhier 
^  en  aun  réqiiatian 

Bn  vertu  de       eette  équatiou  donne  pour  expression  générale  de  nn: 

JIO  =  ±  w/?  4"  2»»<»  +  fMtii, 

M  et  ju  étant  deux  nombres  entiers  peaitifit  ou  négatUSi  zéro  y  «oaipris. 
De  là  on  tire  * 

et  par  oonnéqii»t; 

CTcst  la  valeur  générale  de  y.   Maintenant  pour  avoir  les  valeurs  différentes 
de  ^,  je  dis,  qu'il  toflit     prendre  j9  «vec  te  signe  -f-  <t  de  donner  à  n»  et  /» 
tentes  les  ndenis  entières»  moindres  ipe  n.   En  elèl^  cennne  nn  n  /(+«) 
on  amra  d*a]Mwd: 

Donc  on  peut  toujours  dans  l'expression  de  y  prendre  (i  avec  le  signe 
Ainsi  toutes  les  valeurs  de  //  sont  contenoes  dans  l'expression 

54)  y  =  /•(/>•  + ^«4- ^«0- 
Maintenant  qvels  que  soient  les  nombres  m  et  /i,  on  j 

81 


m 

oà     k'y  »i\  /»'  sont  des  mwibras eiiliec%  ki  déni  dâo^en  étnfc canéne  temps 
pOBttffb  et  iioiDdree  fue  n. 
Es  BdNrtilnaiit  H  Tiendia 

Or,  en  vertu  de  (22)  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à 

funtité  de  h  nène  finme  fiie  le  seconil  ncfflNre  de  eeetaneDl  »'  et^' 
sent  positifs  et  moindres  qae  n.    Donc  etc. 

Eu  donnant  à  m  et  toutes  les  valeurs  possibles,  moindres  que  «r 
trouvera  un  nombre  n*  de  valeurs  de  y.  Or,  en  général  toatei  ces  foestitél 
sont  différentes  entre  elles.    Mn  <  ifet,  supposons  par  ex. 

on  snt  en  verta  de        en  désignant  par        deu  nomlwes  enttatn: 

Puisque  §  pent  avoir  une  valeur  irratiouneUe  quelconque,  il  est  clair  que  cette 
équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins  qn^en  ne  prdftre  dans  le  second  siembre 
le  signe  siqpirieir.  Alors  il  viendra 

n  n  n  n 

d'où  Ton  tire  en  égalant  les  pariics  réelles  et  les  pfirtie»  imaginaires  ; 

m  —  m' -\-kn,  fi  =  ft'-^k'n, 
cqnatioah  absurdes,  en  remarquant  que  les  nombres  m,  m',  /<,  et  ft'  sont  tous 
posiUft  et  iniérienrs  i  n.    Donc  en  général  l'équation 

n  nn  nondune  »*  de  racines  différentes  entre  eUes  et  non  pas  un  plus  grand  nonAre* 
Or  généniement  tontes  les  rscines  de  cette  éfoation  sont  dfiârentes  entre 
elles.   En  effets  si  denz  d'entre  élles  étaient  égales»  on  aurait  à  la  fois: 

= *ûf)  et  0 = 

et  œls  est  impossîMe,  si  l'on  remarque  qœ  les  cocfficîens  de  y  dans  V'(y) 
contiennent  pas       Donc  généralement  Téquatlon  (aS)  est  nécessairement  dn 
degré  n*. 

C.  L'équation 
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étant  traitée  abw^meiit  de  la  aiénHS  nanlère  par  rapport  à  2^  que  VéipMÊm 
f^ifi)=I^  l'a  été  par  Fqtpoit  A  y,  doue  pour  eqirasiioD  gfinârale  des  fa^ 
leurs  de  :t: 

57)  r=F(^+^'^o>  +  ^«i), 

où  m  et  /(  sont  entiers,  positifs  et  moindres  que  n.  Le  nombre  des  nleors 
de  z  est  n\  et  ellt  s  6unt  en  géaéral  toutes  différentes  cotre  elles. 

Donc  généralement  l'é^tion  (56)  est  da  degré  »*. 

11. 

Nms  tmu»  tmmé  ci-deia«s  tontes  les  raeiiies  des  dations 

racioes,  qui  sont  exprimées  par  les  formules  (4^),  (al),  (r>4),  57).  Toutes  ces 
ladaet  «oit  diiiniitei  cotre  ellea^  eioepté  les  cas  de  valeurs  psrtiedières  de 
fii  aials  poer  cm  faienap  les  ndneo  diflififeiites  aciit  eontconM  dooa  lee  n6- 
mes  forainies. — Dans  ce  dernier  cas  vu  certain  omabre  des  nlenrs  des  ipum> 
tltés  X,  jr»  2  semnt  égales;  Bals  il  cet  dafr  que  tontes  les  valenm  ^aks  on 
in^ce  nenmt  néannoins  les  racines  des  équattens  dont  fH  o*agit  Céla  se 
bit  YOir  en  fidaont  converger  fi  ven  nne  lalenr  futioniUifc^  qnf  donne  peor 
s^  on  y,  on  4  des  valenrs  ^^;aleB. 

En  frisant  dans  la  formole  (48)  fi^-^,  on  ann  réqnation 

8g)  ^*a^~i.,  dont  les  racines  sont  *=i:v((— l)'"+"~-f  ^«u  +  ^  ai); 
et  oli  m  et  ^  ont  tontes  les  valeurs  entières  et.positives  moindres  que  £». 

En  Aissnt  de  BéM  daiw  b  fonaole  (Sm/f»:::-^,  «n  aim  90=  ^  , 
dont  les  «aelnes  sont  ' 

89)  ,=(-1,-...,(_i-+!:^), 

m  et  fi  ayant  pour  valeurs  tous  les  nombres  entiers  depuis  — n  jusqu'à  -j-n. 
Enfin  en  liisant  dans  (52),  (56)  on  anra  réqnation 

fa  sss  ^  dont  les  racines  sont 

21  * 
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•tTéquation 

JFk  =        dont  Iw  nuiiiM»  Mat 

OÙ  m  et  fi  sont  renfermés  entre  les  linileii  0  et  n^l  iacL  Si  m  est  inpair 
sSn^-lf  OB  peut  aussi  supposer 

»=(-*>-''(isr+iSr-+s£r«'> 

m  et  fi  ayant  loutrs  les  valeurs  entières  de  — n  a  u. 

DauH  touleH  ces  équatiout»  la  quantité  a  peut  uvoir  une  valeur  quelconque. 

Comme  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  suivants: 

I)  En  fidmiit  étm  (^)  et  (.'t9)  n  r=0,  on  ntni  les  éqoatioss 

IP'j^^O,  dont  les  lacinei»  soat  ^  =  d:  f  ("^""f"-^ 
(les  limites  de  a»  et  /*  étant  0  et  2» —  1), 
P^^ssiO,  dont  les  ndnes  sont  jrss9^.^^«»-).-^a£^ 
'  (loo  lisiiles  do  si  el    étast  — »  et 
S)  Bs  ftisBBt  dsBs  (BO)  4ss-|-  et  dtss  <8f)  as        et  resmfHHrt 

que  f      =OtF^^i^  =  0,  on  olttiendra  les  deux  équations  : 

6S)/^  =  a^  dont  les  nKdnes  sont  y  =  f  f(«si4-  i)  -+  -  oi)) 

'  '      '  "         *  «  '   «     ^  I  «le  m  et 

64)i>'.=  0,  dont  les  nxàmm  sont  -hi^^-^ 

8)  Sa  isitet  dans  (S8»  as8|.+       et  »  nsnr^^  qie 

7  "5  0  ~  ^*  l'équatioD 

(?•.-  =  0, 

doot  les  racines  seront: 

*  =  ±  9  ((«•+ i  (- 1)-+")  -s-  +    +  î  (- 1)"*")  • 
Les  valeurs  de  x  doivent  être  égales  par  couples,  et  l'on  verra  aisément 
que  les  valeurs  inégaies  peuveut  être  représeatées  par 
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kmét^  ttotM  1m  valeofs  «ntlèfctt  depuis  0  à  te— >1.  'Dane  ce 
Ita  noiMi  de  fèqaation 

U    I  0 


EiliUMUit  de  mtae.dtw  (SU)  «S8^  +  |4  on  nnré^pnliMi 


ionllee 

«  et  /»  ayait  pour  vilenni  ton  lee  ma^uem  catien  de  — >»  à  + 

Pemi  les  valearà  de  »,  jr,  H  fint  raianiiier  eelle,  ipd  r^iewl  à  eisiib 
1»  =  ».   Aloni  eo  a 

Ces  valeurs  infiaieg  font  voir  que  l'équation  Q^m+i  =  0  est  d'an  degré  M- 
indrc  d'uDo  unité  qne  celui  des  équations  dont  elle  sort  En  écartant  ces  va- 
leurs, les  restantes,  aa  nombre  de  (Sn-j-l)* —  1,  seront  leA  racines  de  l'é^ua* 
tioa  Qt^^zssO. 

{.IV. 

,^éhi§m  dm  éfmatiom 


•••H 


^•-H  €*>+i 

12. 

Nons  avons  vu  dans  le  f  précédent,  comment  on  peut  exprimer  aisément 
les  racines  des  équation»  en  questloa  au  moyen  des  fonctions  ^,  f.  F.  Nnim 
allons  maintenant  en  déduire  la  résolution  de  ces  mêmes  équations,  ou  ia  de- 

termiaatioa  des  ionctioaa  9  ^('n)*-  ^  ^<ûactions  de  90,  /«,  Fa. 


IIMI 

v(iîr)  =  '^[i(i)]' 

00  pent  san<Mwr  ^  »  rat  w  lombre  preiner.  D'abord  mhw  considéreroBS 
le  a»  oà  nesf;  et  eMuito  eelvi  oft  »  rat  mi  Mnbre  tapiur. 

iL   Exprestkuu  det  fomtUms  9»  (|-)»  /(y),  /'(^) . 

13. 

Lra  valeurs  de  9  (y),  ^(t)*  ^(t)  P^""^  ^  ttvmévft  très  fecOe- 

neot  de  la  manière  suivante.    En  supposant  dans  tes  formules  (5â)  ^  == 
et  faisant 

il  Tiendra: 

on  li]e%  es  snNUtuBt  Ira  valeurs  de  j/*  et  4^  ra 
Cm  équations  donnrat 

et  de     es  Ksnlqnant  que  9*:=  i  —  cV,  »*  =  1  -f-  é'x*, 

De  era  éqaaUoas  on  tire,  en  extrtyrat  k  raeine  carrée»  et  remplaçant 

X,  tft  z  par  leurs  valeurs  tp  (y) ,  /"(y),  ^(y)  = 

^  W|)=il/(l^^f)=7l/(^'-). 

^  iKT)-y(^).'(î)=K^)- 
Tellra  sont  ira  formes  Ira  plra  simplra  qu'oo  pent  donner  ans  valent  des 

fondions  /"(y)»  ^'('|^)*    ^  manière  on  peut  exprimer  algé- 
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»(!)•  ''(t)'  '(t)  "f""^    D.  li  — .  — *.  »(î). 

f  ^(^^  s'exprimeront  en  /"(l"),  ^(y)»  *" 

général  le»  faufHHmiM  f  (^y  i!'(^)p«wentétw  exprimée»  wmwyeB 

é'extraetie»»  de  radoe»  eanée»»  ea  fenodon»  de»  trei»  quantités  ^  fit,  FI». 

Pour  appliquer  le»  foramle»  tranvée»  ci-deaaw  pev  b  bitteetim  à  in 
exemple,  supposons  a  =  -^. 

Ato»<»ii«»r(-î)-«ft  doue  «  KtattlMrt! 

eo  bien 

B.  Msyresswu  det  fmetùm8if(^^),  f(^^^  eu  fonctions 

làgéMqnu  dei  qmtBiiUé*  fu,  /«,  A. 
14 

Pour  trouver  les  Talears  de  /^(â^)'  -^'(j^)  *°  V"*/"»^"» 

il  £ftat  résoudre  les  épations 

•aas^, /«a=5^  i*«=-S=^, 
qnl  toale»  aent  dn  degré  (2it+l)*.   Noos  allon»  voir,  qnll  eat  tonjenn  poa- 
silile,  d'effectuer  algébrif neawnt  celte  véseialien. 


Soient 

68)  fJ  =  ^Af  +  ^) 

OÙ  9  CBt  une  racine  imaginaire  «{uelcoaque  de  l  é^atiOQ  — 1=0.  Cela 
posé,  je  dis  que  les  deox  quantités 

et  M'^'  +  M^'f 
fMRWt  être  wfirlmétM  lalioviieUenieiit  en  ^(£ii-f 
D*àbord  en  éerivaat  ç,jf  eoBum  snltt 

on  volt  que  <piji  peut  •'eqnimer  ntionneUement  en  9/?.  Soit  donc  çj'^ 
]((9ij}),  on  a  de  mène: 

^(^)-4l:^)=«"(tf)=*. 

et  en  substituant  pour      et  Ffi  leurs  valeurs  l^" (1— et  f/  (l4-«V): 

or»  X  Mgnait  bm  foneâOB  ittiMUielle,  le  Meond  mtmlire  de  cette  dqoiik» 
peut  M  mettre  Mue  U  tene 

.  oik      et      eoet  dee  fo«ctioi»  ntionneUes  de  », 
Doac  o&  a 

Ba  aabatitoaal  dans  les  cxpressieiis  de  s»^  et  y>^%  il-rJeadra: 
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'  -n"  -B^ 


Maintenant  ff„  et       étant  des  Ibactions  rationni'IlfH  de  :r,  les  quantités 

£  V^.Bftet  £  V*.R'ft  le  sont  ^lement    £a  éleraot  donc  v/'  et  y,^  à  la 

(te  ^  ifm»  paissanoe,  les  dcta  fnatité»  {iffij^  et  (jS)**^  pouront  m 
MMUre  M«8  la-fome: 

f  et  ^  étant  des  fonctions  rafionnelle»  àe  x.  En  prenantla  Mmine  des  valeurs 
de  et  (V*/^'"'''S  0"  ""'■a 

Donc  la  (juantité  _|_      >?i*'^i  peut  être  exprimée  rationnellement 

en  X.  Il  en  est  de  même  du  produit  f^.^'l(î,  comme  os  voit  par  les  éqna- 
Uoos  (70). 

Done  ou  peut  faire 

^  ((,^,î)«-+'+(V',.'?)*-+'=A,(x), 
^(«)  et       désignant  des  iMictionB  latiosneOes  de  »,   Hafiitenant  ees  fane- 
tions  ont  la  propriéld,  de  ne  pas  Aanget  de  valeur,  lorsqa*0{n  met  à  la  plaee  de 
»  nne  antre  neine  qnekoaqne  de  Fequatien 

Canaidérom»  d'abord  la  ronction  X{x).    En  remettant  la  valear  de 
on  aara  -      .  ^ 

d'où  roa  tire»  «n  mettant  fi  +  ^'^j  m  lien  de  fii 

Cela  pos^  en  fenarpant  que 

72)  1;  (/«+*)  =     ^«,)-|_  i;_^.(^,(«+»)-.^«-n— 1». 

n  n  ' 

on  aura,  en  laisaat,  dans  rcxprebbiuu  de  ç^/i, = /9 -|.  — : 

22 


Ï7D 

Ea  mettant  dans  l  expreaiioia  de  ^  +  ^  4.^  .«  liea  j?,  w 
trouvera 

or  en  vertn  de  (73)  on  t 


donc 


'(^+ ^+  (i» 


Eo  verts  de  (72)  oo  à 

donc,  en  reiAarqn.int  /pie  —  ^ 


Dé  la  BéDe  manière  on  trouvera  aussi 
Ces  deux  équations  donneront 


m 

Bn  verte  de  ee»  éfwfieM  en  làMtmin,  en  lUtànft  iUuni  les  valem  de  X{ffi) 
et  Aj(y/5),  ^  ^.îî^^'au  lieu  de  {i, 

^^''i^^       racine  quelcoo^e  de  Té^Hatioa 


Doee  eoiuM  imw  avem  di^  les  foecttoM  Ji(ae)  et       enrent  les  némes 
vdesrs»  quelle  fue  soit  la  nwlne  qs'on  net  à  la  flace  de  ». 
Soient  donc  x^,, . ces  raciaesi  on  anni 

Or  le  second  Membre  de  ces  éqsatfoiis  est  sue  fonction  rétUamÊOé  et  igmé- 
iHque  des  racines  de  réqnaMon  ^£n+l)^=         donc       et  poar- 

ront  s'exprimer  rationnelle  ment  on  «/  (i^/-}- faisant 

ksà  é^tiomi  (71)  donneront 
d'oïl  ron  tin» 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  Vi^  on  en  déduira  facilement  celle  de  ç^/î. 

Eu  effet,  en  prenant  pour  d  Kuccessivement  tantes  les  racines  imaginaires 
de  réqaation  ô"**"* —  1  =  0,  et  désignant  les  valeurs  correspondantes  de  A  et 
B  fw       B^y  A^,      etc^  on  obtiendra: 

VU + vm-B\'^'))  ==  ^^vt .    + 1^). 
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Dé  même  on  connait  la  somme  des  racines: 

qui  est  égale  à  (2n-f  l)?>(2/i-f  coane  «008  lo  Vimnn  4aos  lo  ooite. 
En  ajoutant  ces  éqoâtioiio  meodire  à  neoibre,  après  avoir  unlUiilé  la  fionièro 
par  o^S  la  seconde  par  la  Iroisitaie  pur  1^...  et  la  (t»)^  par  Il 
vfeadra; 

+ +  •  •  •  +  o  ^) 

or  la  aoame 

se  réduit  à  iéro  pour  toutes  les  valears  de  k,  l'xrcptr  pour  k=:fi.  Dans  ce 
cas  elle  devient  égale  à  2.n-^l.  Donc  le  premier  membre  de  réquatiou  précé- 
dente devient 

doai^  en  sobetitoaot  et  divisant  par  (2n-f  1)»  on  à: 
Pour  /r=:0,  ou  a: 

Ift 

Ayant  aliiBl  tronvé  la  valeur  de  tp^fi,  il  s*agit  d'en  tirer  celle  de  çi^.  Or 
cela  pont  ae  bire  aisément  oontme  soit: 
Soit 

78)  »^=|..-.»(^  +  ^>  "•f^i.'  AO-^}' 

m  a 


De  là  «lit  q<OD  peut  litire 

OÙ  r  et  «  sont  des  fouctioos  .rationDellcH  de  9/?.  -  j 

De  là  on  tire 

Xi  (t/^)  ''tî^it  deux  ioucaoïis  ratiotinelles  de  q>§. 
Cela  posé,  je  dis  que         et  pourront  s'exprimer  rationnellement 

Oo  a  vu  que 

En  fdaSDt  oii  aura  me  éqoatioii  en  «  dn  degié  <i»+l)- 

de  cette  équation  est  x  =tf§-y  or,  en  mettant  (*?  +  We"  de     9,^  ae 

chttge  p«B  de  v»leiir,  donc  *=s  9  (/S  +  ^g)  sert  nne  ndne,  ^  ^  lott 
le  nondwe  enaer  k»  Or,  en  donnent  à  k  tontes  lee  valen»  entièien  de  —  m 
jusqu'à  -j-  »,  9» (l»  +  ^)  prendra  fte-f-l  valenn  diSérenten, dene  oe»  fti+ 1 

quanUtés  seront  précisément  les  racines  de  Téquation  en  ». 

Cela  poaé^  en  mettant  ^       ^«  ^  ^  l'expresBion  de  vdS'» 

|l  Tiendra  «  verta  de  (7S): 

-i?.r-**.»(i'+^^T^). 

donc  rn  ayant  attention,  que        ' — I"  •  ■  *  et  9  —  "^i^f 

=y  (^4.i<^t^),  U  en  rMteia 


m 

On  voit  en  vertu  de  ces  relations,  que  les  éqxiations  qui  doniieat  les  vaienre 
àes  fonctions  xi'f  î^)     XiiVt^)}  condoiscQt  à  ces  deux  égalités: 

DeHwitie  . 

»«»«=irr.|.'[»(''+^.)]' 

Or,  ces  valeurs  de  xi'ff^)  et  f^f»"*  •1''^  fonctions  rationnelles  et  sy- 

métries de  tontes  les  racines  de  TcquaLiou  (80).  Donc  elles  peuvent  être 
«9riné«s  nrtkHuenenwnt  par  les  coefficiens  de  la  mèm  éfuttiM^  <^«rt4HHre 
latfonndleneBt  en  <p^.  . 

1m  éqnations  (79)  donneront 
d*oà,  en  renetteat  la  vàlciir  de 

De  là  on  tire,  en  mettaat  1^  an  lien  de  ^  et  déaignant  les  valenn  eoireapoifc> 
daaten  de  6'  et  />  par     et  J>fti 

En  y  joignant  Téqualion 

on  en  tirera  iMileneat 

En  supposant  Ar  =  0,  il  viendra: 


I7ô 

Cette  éiptIiM  dttue  9#  ea  fimdira  algébriiM  de  9,/?,  or  préoédennMnk 
■MU  trogH  tnmé      en  foMlioe  elgétei^  le  ^tn+i\^.   Dme  esMetfait 
en  lien  de  A  on  eera  </  (3^^)     fimetion  algébriijue  de  (pa. 

Per  une  enalyse  ionte  seieblable  ee  tnmven  f{^^^  en  /«  et 

il. 

Les  valeurs,  que  nenn  venenn  de  tronver  des  quantités  (f^(i  et  tpfi,  la  pre- 
Mière  en  9(£«-f-l)/î  et  b  seeende  en  9^  cenfiennent  chacune  la  somme  de 
2»  ndieanx  dilKnsntnn  du  degré.    D  en  rèndtera  pour  y/î,  ç>^ . . .  un 

nenbe  (2n+l)^  ^  valenia,  landisqne  cSiaanie  de  eei  ^nantUdn  ent  k  radne 
dTnne  é^tien  dn  (2»+^^  ^^S^  Or  <»  pent  demer  nnx  eipKwkMM  4o 
9^  et  9,^  nne  teUe  ferme,  qne  le  nonbitt  des  vnlenn  de  een  ftentitèi  eeit 
pr«ciBéinenft  égal  à 

Peur  eein  aoit 


on  f«iit  iiyre 
Soifllit  de 

»5) 


•  =  eo6  +<Bln-*î-, 


Soit 
86) 


de  (74) 
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^ifi^')       <>(ÇÂ)  seront  des  fonctions  ratioanelleB  de  «»  

^+  '^tl"--  ^  de  II  eat  elair  en  vertu  des  Ibnniles  préoédeiiiM^ 
411e  P  et  0  ne  changent  pm  de  valenn;  done  en  aura 

or,  le  seeond  membre  étant  une  fonedon  symélrique  et  rationnelle  des  raeiaee 
de  réqnation  y(«ii+  l)/ï=^,  P(fpp^  pomra  s'exprimer  ratîoBiiellenient  en 

ç»(2»+lXJ.  n  en  est  de  même  de  1^95^).  Connaissant  ces  deux  ^tités^ 
les  dfntfons  (86)  donnenmt 

donc 

Done  on  aura 

VOS)».  (v*iJ)*.(m-iikiK(i<;  - 

où  n  et  ir*  sont  des  fonctions  rationneUcs  de  9>(2tt+f)j9.  fia'roaplaçant 
«t      psr  ^  et  if  et  snbstitaant  les  valenrs  de  ^ffi)  et    »/J)*  il  viendra: 

la  valeor  de  (p^fi  deviendra: 


Psr  nn  procédé  tout  semblable  on  trouvera 

■ 

où  AT,,       ir„      . . .  sont  de»  lonctions  rationnelles  de  Çi/?. 


m 

Tes  cxpressiOBS  de  tp^(i  et  (f  fi  n'ont  que  2«+l  valrtir;;!  différentes,  qu'on 
obtiendra  en  attribuant  aux  radicaux  leurs  Zn-j-i  valeurs.  Il  suit  de  notre 
analyse,  qu'on  peut  prendre  et  y  {C* — /i»*-+>)  avec  tel  nigue 

qu'on  voudra. 

La  valeur,  «pie  amn»  av<n»  trouvée  pour  (f(fi)  ou  ç  (^^)  <^ntieBt  en- 
core, outre  la  luuclioa  9a,  les  suivantes: 

e,  c,  0, 

(mu  \       /  moi  N    y./  mo  \ 

'(^>  ^(-^:.-)> '•(^^^>  • 

pour  des  valeiirs  qneleonqaes  de  m  dépota  1  jusqu'à  9n.  '  Mifaitemirt  <|iidle 

que  soit  la  valeur  lie  nj,  on  peut  toujouis  ex|ifiiiK'r  algébriquement  9  (^"î")' 

Tout  est  donc  ooHin  dus  rexpression  de    (^2h+i  )'  ^^'^^1'^^  qaan- 

tités  indépendantes  de  «,  ^Câ^}'  y  Ci>M>l  }* —  quantités  dépendent 
Moleaeat  de  e  et  et*  elles  peuvent  être  tronrées  par  la  réaolotiwi  d'une  dfnap 
non  dn  de^ré  (Sn+l)*— 1,  savoir  de  l'éfiiation  0.  —  Nou  allons 


voir  dans  le  paragraphe, suivant  conment  on  peut  en  ranenerla  rés^faition  à 
celle  d'ëipuitlons  moins  âevées 

§.  V. 

C.   Sur  l'équation  Pu^=9. 

M. 

L'exf  resBion  qne  nons  veaims  de  trouver  pour  91  (^-iL-)  contiendra,  oomnie 

nous  avoi»  vu,  les  deux  ^antitée  eonstantes  9  (^|^)    ^  (  zT-i-l  )' 
trouvera  ces  quantités  en  résolvant  l'équation 

dont  les  radnes  imonl  représentées  par 

89)  -  =  »(^> 
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ou  m  et  /«  ponrroiit  être  tous  les  nombres  entier»  depuis  —  n  jusqu'il  -(-  n. 
Une  de  ces  racines,  qni  répond  à  m=0,  est  égale  à  zéro.    Donc  Pi^ft  nrt 
éiviBiMc  ]>ar  jc»    £b  écartant  ce  factour,  on  aura  une  équation 
00)  =  0,  du  degré  (2»  -j- 1)*—  1. 

Bn  binant  x*a=si*,  l'équation  it  =  0,  04  r,  ne»  dtt  àeffé  + 

=£.ii(fi4'lX  ^  1^  ndnes  de  cette  équation  seront 
M)  ,=».(JÎ|±Ï?1> 

^  et  m  ayant  toutes  les  valeurs  positives,  au  dessous  de  n,  en  faisant  abstra^ 
tkm  de  In  racine  séro. 

Noos  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  ramener  la  résolation  de 
réquatim  JZsO  à  celle  de  dens  éfantlonn»  Fane  dn  degré  m  et  Fattre  dn 
def^  9n-\-2, 

II*aboid,  je  «Ma,  qn'on  pent  représenter  tontes  les  valenm  de  r  par 

en  donnant  à  /i  toutes  les  valeurs  entières  depnis  séro  jusqu'à  2»,  et  à  ait4Nites 
celles  depuis  1  jusqu'à  n. 

Bn  effet  y*  (j^)  nfréaonle  d*obord  on  oomlire  it  de  valenn  ior%9t 

les  nôtres  peuvent  étte  représentées  par  (p"^     .  lO 

Soit,  pour  le  dé- 
montrer, mfi  =  {'2n-{-l)k-^m',  ou  m'  <  st  nn  nombre  entier  compris  entre  les 
limites  — »  et  -}~  substituant,  ou  aura 

(i .  2^^^  ■)  <^onc  une  valeur  de  r;  maintenant  à  cbaque  valeur  «le  m, 
répond  une  valeur  «Bfférente  de  m'.    Car  si  l'on  avait 

ni,M=!(«»+l)*j  +  »»» 

il  s'en  suivrait 

ce  qui  est  impossible,  en  remarquant  que  2fi  + 1  est  un  nombre  premier.  Donc 
"^5Ï*}  '''('S+r)  toutes  les  valeurs  de  r. 


Uigiiized  by  Google 


m 

Ceb  pmht  boU 

«)  [' -  Gâ)]  [' -  »•  (i^i)]  •  •  [' -  f  (râ)] 

Les  fiiairtitét|i^ seront  du  fondlmu  ntinBoeUeB  lyméftlqiM» 

M  WÊUjtM  tmaê  équrtfan  da  degré  fit-f-^ 

Soit  j»  me  loMlUni  nlioinidUe  et  «ynteivie  ^ekoefie  de 

Ptt  les  fitnniples  que  nevB  svew  domées  pies  innft  pour  ezprisier  <f>{nfi) 
en  ç/ï^,  il  est  clair  qu'oa  peut  expriiuer  qp*  (^wt'.^^-^  eu  foucUou  ratioiuelle 

dcff*(j^^.    Donc  os  peut  laire 

•  désifB&nl  me  fenettos  sysiétriqse  et  tstionselie.  Es  nettaal  m»*  m  Usa 
de     Il  flesdn 

•r,  «i  lUssBt: 

a.  y =(£»-)- 1).!*.  4>  A,, 
es  A.  est  nftier  et  eesipris  entre  —  »  et  +  ">  Miie 

^1  >    A» 

aura  au  signe  près  les  mêmes  termes  que  celle-ei: 

1»  s;  3  «; 

desc  il  cet  dsir,  qve  le  second  sMNsbre  de  Féqnatioii  (9S)  sers  h  mèsie  vdesr 
9ie  I».  Dese: 

••)  t['-(^0]=»[»-(Ki)]. 

dfution,  fsl  es  Usant  et  «•'==: sut +«4  donsen  ees  deesrd: 

es  Ues,  CB  ftisas^  pour  abréger, 


»7) 


m 


102) 


il  Tiendra: 

99)  ip .    =  Y'r j  ;         =  f r,^^ 

Ceh  posé,  soit 

Je 'Ai»  qfCm.  ftut  exprimer  les  eoefieieiii  f«,  §^  etc.  fttfomelleaeat 

eo  e  et  c 

D'abord  en  vertu  de»  furumlos  couuues  nii  peut  exprimer  ratioluiellemeot 
ces  coefBciens  m  t^,     . . .       tii  Tou  fait,  pour  abréger, 

101)    /,=(vr/+(vr„/  +  (ur„/-{-...+(,^r.,,.)*. 

il  B'agit  donc  de  tnniTer  les  quantités  ^, or  eela  m  poom  atoénent 
an'wqrèB'  dee  reletlons  (99).  Bd  eie<^  ee  y  lUMet  «oeoeMriveneet  v=  1, 
2 ...  »,  après  avoir  élevé  les  4m  «teint  Beabres  à  la  pmawwe^  «d  en 
tirera  sur  le  cliamp: 

Dene  en  Aettent  poiv  m  Knoi  les  MMabrea  ealiera  0,  1, ...  2»,  et  eaMrite  e^ 
atltiuuit  dang  l'e^reaatoa  de  U,  Û  vleadni: 

103)     ^      i-  ifr^,^r  +    r^J»  -h . . .  +  (vr^t)^ 

+  

Cette  valeur  de  fk  e»t,  eonime  on  voit,  une  fonction  ratioenelle  et  symé- 
trifoe  dea  7»(2»+2)  quantités  r,,  r„...r,,  r^^o,  r,^o>  '*«t«« 
•  •  •  TisiM  fii  >OBt  le»  »i(£»+2)  radaes  de  ré|uatleii  R=0,  Dene  conuae  ee 
aaitr  tt  penm  a'ezprimer  ratlraaellenent  par  les  coefieieBa  de  eette  dqttaHoiH  et 

par  aaite  en  fonction  rationnelle  de  e  et  e.    Ayant  aii^i  trouvé  les  quatîté$ 
on  en  tire  les  \al<urs  de  f«.  fa»..ftiH'ii  W  SMODt  également  des  foaclionB 

rationnelles  de  e  et  c. 

Cela  posé^  en  seppesant 
on  aura  one  équation  du  degré,  dont  les  racines  aœat 

f*.»  irt,0»  V»*!,!»  V'U»  •  •  •  Vl,t- 


Digitized  by  Google 


I8t 

La  foncUoo  y  r^ ,  c'est-à-dire,  une  foaction  gaelcooque  ratioDocUe  et  syiactri^e 
dm  «lefaies    ,  r„  r,, . . .  r.  ponm  ditee  élrê  -treivée  in  nrfen  9mi  équ- 

tkm  do  degré  2k+^ 

DoMc  on  ann  4e  cette  aanlère  les  eoéftdeM  p„  l»i ><  •  •iiw.si  léMl* 
vaat  m.  lOBibre  n  d'éqiiatiM%  fllieoaiie  dn  de^;- 
Aymt' détemtaé  jr^»  |», . . .,  m  rar^'eB  résolvant  Téquatios 
105)         o=ft+i»jr-f...+j»^t.»*-»  +  i-, 
la  valeur  des  qsaalilés 

''it  *•» •  •  •  *■»  **i,o»  ^o»  •  •  •  '■".oî  ^ui >.      »  •  •  •  **®* 
dont  la  prenrïèrci  est  égale  k  y*^^"        Dose  la  détemhiatioii  de  cette  qB«»> 

tité,  on  bien  la  résolntion  de  réqoation  lt  =  0^  ipil  es^  d|n  degré. 
est  réduite  à  «elle  d'éipiatisikR  du  degré  (2117^2),  et  n. 

Hais  on  peut  encore  simplifier  le  procédé  précédent   Ên  effel^  comme 
nous  le  verrons,  pour  avoir  les  qnutltés p^,  Pi-  •    H  sofilt  de  conoaitre  l'nne 
ipielconque  d'entre  elles,  et  alors  on  pent  exprimer,  les  antres  latiosneBeBent  ' 
par  celle-l:'i. 

Soient  génératemeut  p,  q  deux  fooctions  rationnelles  et  symélri^ies  t/des 
^anlités  r^,  r^f>  r^j  on  peut  faire,  comme  nous  l'avons  vu, 

p  —  nr,  :  q  =  Or,, 

tfTj  et  O/'j  ilésigoant  deux  fonctions  rationnelles  de  r^,  qui  ont  cette  propriété 
de  rester  les  niémes»  si  fon  change     eu  une  autre  quelconque  des  quantités 

Supposons  maintenant: 

je  dis  «pie  *k  ponm  être  ésprimé  ratiosnellement  en  e  et  e. 
En  etfet^  on  a 

(Vr,,,)*.0r,,»=(«r,,,.)*0;-,,.     l  ((V'^,».)'''J'^,.n+(y'-î,«)''.Or,..+  ...+(.f'r,,.)*(>r,,.). 

En  faisant  »i  =  0,  1,  2, .  .  .  2"  '  t  ^ithstititnnt  dans  l'expression  de  .v*,  on 
verra  que  sera  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  r^,  7'^, 
...Tj^^  etc.,  etc.  de  i'équatiou  Ji  =  0;  donc  pourra  s'esprinier  rationnelle- 
ment en  e  et 

ConnahnnI  Sé,  on  sbtiendra,  en  faisant  ksstO.  1,  2, . . .  2w-]-l  éqns- 
tions,  desf  nelles  on  tfarera  aJsénmit  la  valeur  de  ftr|,  en  fonction  rationnelle  de 
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DoM^  OM  fimelim  de  lu  fome  p  étiMt  donC^  m  |«it  «qiriner 
Mtré  îmtiàm  faelcongne  de  la  «dae  Ahim  m  fMMiloD  laliomudte  dep.  Doa^ 
MMBMe  nooB  rtTOM  di^  OD  peut  ezprimr  Im  coeflideiMi  p^»...|iu-i  r»* 
tionnellement  par  l'un  quelcoMpe  d'entre  eux.  Doac  enfin,  pour  en  avoir  las 
vnleors»  11  aulltt  de  résoudre  une  seule  équation  du  degré  et  par  ( 

séquent,  pour  avoir  les  racines  de  l'équation     =  0,  il  suffit  de  réadMidra 
équalifHi  da  degré  t^-^-t,  et  2j»-|>2  éfuatioiia  di  dagrd  Ji. 

Bfaîateaaat»  parmi  les  éqaaflanii  tort  dépend  la  détenaiHlieD  dee 
titda  9>  (^^)>  '^(^^t)*  ^11^^  "  peMcnt  être  rdaelnea  algdbrf- 
VWBMiiL  jLe  proeddé  par  leqnd  âow  alloiia  effsetoar  cette  réwUitiON  eaC 
eatièraBwiit  aenUable  à  oeH  ^  est  dû  i  JK  Gmttê  pevr  la  rdaohitlmi  de 
l'équattot 

Soit  proposée  l'équation 
dont  les  racines  sont: 

••(iCT>'-(^)--'(ïTr).  • 

oiitt'  «  eue  dea  valeua     ir»+oî.    Déaignees  par  «  aae  dea  netaea  prl- 
aritlvea  da  nualwe  £ii+lt  e'eat-è-dire,  no  nnaibre  eatier  tel,  qae  f>s2n-f-l 
eat  le  nombre  le  plus  petit  qui  rende  a/^*  —  1  divisible  par  2i»4-l>j«  dia» 
qoe  les  racines  de  l'équation  (106)  peuvent  aussi  t-tro  rt'présentéea  par 
107)        9V),  vV)*  f  V*)  •  •  •  » V- •*)» 

o4« 


Se» 

eu  k  eat  entier  et  «„  entier,  peaitif  et  nrabidre  ipie  1>  j«  dia,  qne  lee  tenaea 
de  landrie 

aeront  tout^  diffëirnts  entre  eu. 
£a  effet,  si  l'oa  a 

il  en  résulte, 
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«U  a- _     as  (fti-f  1)  (*.  -  *A 
oa  a-  +  af  =  (1*+ 1)  (*P  +  *«) 

11  faot  donc  qnc  l'iine  des  quatités  a"  —  af,  «"  soit  divisible  par  2tt-\-l  ; 

or  soit  posr  in>fi,  ce  qui  est  permis,  il  faut  que  a""/* —  1  on  g0|t 
^visible  par  2»  -f-  ^  >      '^^''^  ^"^^  imposihip,  car  m  —  ;t  est  moindre  que  n. 

Donc  les  quantités  1,  ,  .  .  .  a^i  sont  difTt'ri'ntes  cotre  elles,  et  par 
conséqucat  cUci»  ooiucident,  «aïs  dans  uu  ordre  différent,  avec  les  nombres 
1,  2,  3,  4  ...  «. 

Donc,  en  remarquant  que 

«p»[((£n-f  l)/u±«f,>]  =  v'KO» 
ou  voit  que  les  quantités  (107)  iioul  les»  mêmes  que  celles-ci: 

9'(2')  •  ■  •  V  V), 
c^esMk-ilire  les  meiiieH  de  Féqnation  (1(X>)  c.  q.  t  d. 

U  y  a  encore  à  remarquer,  qu'ayant 
m  aura 


et 


Cela  fvté,  soit  9  une  neiae  iau^nalre  qaelcoafie  de  Té^iatioo 

Q*— 1  =  0 

et 

108)  ^(^)~(f  ^(,)-\-ff.-(<u)^^g>^{ah)Q''  -f . .  .-f  v^(u— /)0- 

En  vertu  de  ce  que  nous  .i\(iiis  vu  prccédenirneut,  le  second  membre  de  cette 
équation  peut  être  transfurtuc  eu  une  iorictiou  rulionneUe  de  ff^{t).  Faisons 

109)  s>{é)  = 

Eu  mettant  dans  ia  première  expression  de        u'i  au  lieu  de     U  viendra: 

. . .  +ç*(a-'f) .       ^  -f  9*(o-f  ) .  e— + . . .  -f  y  «(a-+-»*)e-«, 

Buda  aova  aroaa  vn  que  9*(a-+-{)  =  7i*(a-r);  dooe: 

^«)=»«.9*(«)+«--^.ç*(o0+ V*)+  •  •  • 
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En  multipliant  par  0",  le  second  membre  ilt  \ini  lra  égal  a  donc: 
110)  v(a-é)=r-.çW, 

ou  bien: 

d*o^  en  élevuit  les  deux  membrai  â  la  »^  paiBBance,  on  tire  en  verte  de  la 
relatif  0**=  1: 

Cette  formule  donne,  en  faisant  Miccessheaieiit  m=0,  1,2,8...» — 1, 

n  équations,  qu^  ajoutées  membres  à  nu'inlirrs  donneront  la  suivante: 

or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  l'onction  rationnelle  et  symé- 
trique des  quatités  7'(«') .  •  •  cVst-à-dire  des  racines  de  l'équa- 
tion (106):  donc  {xpt)"  jieut  être  exprimé  en  fom-tiuii  rationnelle  de .. 
par  ccnséquent  en  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  de  ces  quantités. 
Soit  V  la  valeur  de  (v(<))">  on  aura 

1 15)  yvs^v^'if)  +  0 .  y '(«0 + 0 '  •  <P'(«^) + . . . + 0-> . (p^W-'é). 
Cela  posé,  eoii  t  =  coa  ^•|-^<^^'  >        racines  iBMgiaaires  de  réqoatioa 
0*  —  1  peuvent  dire  représentées  par 

0    •  •  •  % 

.  Donc  en  foisant  saceesaivement  %  égal  à  chacune  de  ces  racines  et  désignant 
les  valeurs  correspondantes  de  «  par  v,,    . . .  ««.i,  il  viendra 

En  combinant  ces  équations  avec  la  suivante: 
on  tA  tire  aisément: 

et  pour  m  =  0: 
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Houtes  les  raciues  de  l'éqnation  (106)  sont  oonteniies  dans  la  formule 
(IIS),  mais  puisque  leur  nombre  n'est  qno  v,  il  reste  encore  à  donner  à 
une  forme  qui  ne  contienne  pas  des  racines  étrangères  k  la  question.    Or  cela 
se  fait  aisément,  comme  suit. 


Soit 


»  ■ 

El  powuit.  id  «*«  aa  Uea  de     yVk  m  diangert  en  i-^^.Yvk,  et  «,  en 

(r".9„  doMC  #*  ae  changera  e« 

n  n 

e-*«".v/p>    y/t't 

(S^/fi)»  (✓»,)» 

La  fimellon  j^,  cemie  oa  to<^  ne  diange  paa  de  valear,  «i  nMttant 
an  liea  de  «.  Or    est  mie  fonctian  faliennelle  de  f^è).   DeiM^  en  dMgnaat 
«I  par  on  avra 

i|ael  qne  soit  le  nead»ie  entier  m.  De  là  on  tirera  de  la  méaie  naidèn^  et 
conme  nous  avons  tronvé  (y«)%  la  valeur  de  en  fonction  rationneile  de 
1>»ie  des  qnatités      j»,, .-.pm-u   Connaisant     m  a 

Donc  en  mettant  v  an  Ken  de      rex]iresBion  de  fpV*0  deviendra: 

H6)    ç«(a"*)=  —  (—/'-» +  •  •  •  "  )* 

pour  »t  =  0: 

1  /  J.        i        A  JLLv 

Cette  valeur  n'a  que  »  valeurs  différentes,  qui  répondent  aux  »  valeurs  de  v". 
Donc  en  dender  lien  la  résdntion  de  l'é^pation  Pt»{.|  =  0  est  réduite  i  eelle 
d'âne  seale  équation  de  degré  2»-|-2;  nais  cette  éqnatîM  ne  parait  pas  en 
gémd  être  réaohible  algébriqneaient.  Néanmoins  on  peut  la  résoudre  eon^ 
plètement  dans  plosiewrs  cas  puticnliers»  p.  ex^  lovsqae  e  =  <v  e  =  ey9, 
e=e0t±ytl)  etc.  Dans  le  coon  de  ee  aiéni<#e  Je  m'oecqend  de  ces  caa»- 
d<Mt  le  lircmicr  surtout  est  remarquable,  tant  par  la  Bimplidié  de  la  BOlntioai, 
qne  par  sa  belle  application  dans  la  géonétrie. 

24 


Uigiiized  by  Google 


18B 


Eu  effet  cDtre  autres  je  suis  parvenu  à  ce  théorènie: 
"On  F«at  iMux  b  dtvtÊOnmf»  vuSèm  ét  U  l«v*wyA|Mr  te  règle  m 
"te  cM^wt  «Mite*  «■  M  parties  égato^  ai  w  est  de  la  famé  $r  an  f?^, 
"te  denier  madure  étant  en  bAdm  tempa  prander;  on  Uen  ri  m  est  nn 

"jprodait  de  phwieon  nombres  de  ees  deux  formes.** 

Ce  th(  ur«''mc  est,  comme  on  voi^  préciaéawnt  te  mène  fue  oetei  de 
M,  Gutt*$,  relativeoieiit  au  cercle. 


En  faisant  usage  des  formules  connues,  qui  donnent  les  valeurs  des  coef- 
Idenn  d'one  éqoalton  algébriqoe  en  fonction  des  mtaes,  on  pent  tirer  plunienrs 
caqteaataaa  des  tenctions  ^ij^  des  terantes  dn  pavagraidie 

précédent 

Je  vais  considérer  les  plus  remarquables. 

Pour  abréfer  les  fonanles.  Je  im  seniiai  des .  not^oas  soivantes.  Je 

désignerai  : 


1)  Par  ^jK">)  1>  Maune^  et  par  ïlj^m)  le  produit  de  tontes  tea  man' 
k  k 

tités  de  la  forme  vC"*))  qu'on  obtiendra,  en  donnant  i  m  tonteo  les  vatems  os^ 
tléres,  depni!«  k  jusqu'à     tes  liialtes  i  vt  t  y  comprteM. 


8^  Par  £S^im,fi)  te  aoame,  et  par  njlj(^i^)  ^  F»«*^'  *  ^ 

tes  les  quantités  de  la  forme  x({m,fi),  qu'oa  obtiendra»  en  doaaant  ù  m  luutes 
le»  vnkn»  cntièns  de  à  it',  et  à  ^  tes  vatenrs  entières  de  *  4  »'  eu  y  cosip 
prenant  tonjoors  tes  Unités. 

D*aprés  ecte  il  est  ctetr,  fnVm  anra: 


§  VI. 

Kxpreuiotu  dioeraet  de»  JonetUma  9(n^)(  Jlff^),  -^'(c^}- 

25. 


k' 


k' 


k- 


V 


119) 


m) 


121) 


122) 
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Ctla  posé,  coMUUnnw  les  étiuatioM 

125)  [n^"+i^hi  =  -~^ 

NouK  avoos  vn  que  l'^i  une  fonction  ratroiineilc  de  x  du  degré 
{im-^-lfetèe  b  linme  :r.t^'(ar').  De  mêma  P't^i  et  P't^+i  sont  des  foDo- 
tions  ie  eelte  néBe  fenne,  b  première  de  et'  la  tecende  de  z,  Beia  Qtm^i 
eat  une  flnetkm  fnl^  exprimée  iadJetiBctoment  ee  y  en  ^  Bert'dn  degré 
(Cm+I)* — 1,  et  eentiendre  aeelemeut  dee  pnlsiaeees  paires.   Donc  eo  «en 

=J.  +  . 

1»».^  =  ^'V*^)*  +....  +  i9'.y, 
P'^^jt,^)'   +...  +  *.«, 

P,^,  =C    .r^-+"'-> +  ...  +  />. 
(?,»+^  =  O  .  +  + 

=     .  + . . .  -1-  iï-. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (125),  il  viendra 

{A  .  .r<»"+'>'  +  . . .  +     .     =  ç{2n+  1),^  {C   .r<*"+'>'-»  4.  ...-}- 

.  ^(i^u'  + . . .  +    .  y)  =  /-(g/i  -f     .  {C  .  y'«-+o'-.  4_ . . .  _|.  z>.)^ 
(A' .  z<»^»>'  + . . .  4.  ^.  ?)  =  F(2«4. 1),^ . {C  .  ^  _  .  ^ 

Dans  la  première  de  ces  éfynations  A  est  le  coefficient  du  premier  terme, 
— gp{2« +1)11?.  6' celui  dn  second  et  —  q){S,n~\-l)(i.D  le  dernier  terme.  Donc 

9(2n-|-l)j9  est  égal  à  la  «omme  et  ±^«>(^+l)i^  ^8*^      produit  des 


iMiMO  de  l'éfUÉion  doet  U  a^agl^  équation  qMi  est  la  même  qœ  eelle-d: 

Donc  en  remarquant  que  Ay  C  et  D  (et  en  générai  tous  les  coelTicieaii) 
90Bt  indépendants  de  on  voit  que  ç(2n-(-l)<^  (d'on  coefficient  constant 
près)  égal  à  la  somme  et  au  produit  de  toutes  les  racines  de  Téquation  (124). 

De  la  même  manière  on  voit  que  /"(Zw  +  l)/*  et  F{in-\-l){i  sont  respec- 
tivement égaux  au  produit  ou  à  la  somme  des  racines  des  équations 

,  24* 
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en  ayant  attention  de  multiplier  le  ràialtat  par  au  coefficient  constant,  choisi 
convenablement 

Slaintenant  les  racines  des  estions  d'après  le  No.  11.  sont  re- 

spectiTement: 

nA  lè»  liiHiteB  de  m  et  f(  sont  — «  et  -j-Ji. 

./  •        ■  . 

INMie  en  verta  de  ce  ^*oii  vient  de  voir,  et  en  ftiaaiit  tsage  dm  iMrt«Umi 
ailo|lé€<^  on  inn  lea  fwmoleii  nnivântee: 


\  -B       -D  , 

Ponr  déterminer  les  quantités  conKtantes  j4.  A',  J',  B,  B\  Bf^  il  fondra 
donner  à  ^  une  valeur  particoUère.    Ainsi  en  Caisant  dana  lea  trois  premièree 

fonudea  p  as        ^i,  aprte  aToir  divisé  les  denx  anenbres  par      il  viendra^ 

en  renurquant  qce    (-^  -f  |L  1)  =  |  : 
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Soit  jf  =  |-+ osa: 

9  ^(2n+l)a+«i«»+RaiV  Y    "5"  •) 


^    '      17    «   ^    '  — 7  


Cet  cxfraMions  de  ^,  A\  Ji>  iAvieidnat  4»  h  Im^  cd  iUswt«=l)^ 
4«M  m  trouven  d'après  les  règles  eomnes: 

D^sptès  eels  les  trois  preaières  formates  deviendruut  : 
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Pour  avoir  la  valeur  des  constantes  i?,  B',  iJ\  je  remarque,  qo'on  aura: 

■fa    +n  n  n 

127)  B^fM'^>^^^)^J^M-^ 

on  n  ■ 

Bii  «pplifunt  cette  fnoMdimMtini  au  lonmilfls  (12^  iffitut  la  imnièn 
]Mr      la  seconde  par  /]f  et  la  iraiBiène  par      ùêêêêA.  eeaBtte  daaa  la  pre* 

arfère  dana  la  aeeende  ^=-y  ^       I*  «roiaièaM  (t^s  —  ^  ^  temar^ 

ipuaA  qaxi  gsftt+ 1,  pour  ^  =0,  gii©  -^^^'^^  =  (— 1)" (2»+ 1)> 

pour      I-,  et  qoe  If  peur  «>  tnwera: 

(ï„+l)(-,)-  =  fi..^.f(f  i  +  ^) 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeors  de      B^,  B'f  et  lea 
eunite  daas  lea  fonnniea  traaafenaéea»  il  Tioadra: 


128) 
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^  — H^)  — ^' — ^^(lô — 

1^  1»  t'»  ,/0W-HMSi'\  /mo-|iioi\  ' 

l(ï»+l)(-l)Yfî-Xr.  7^ — ^-c  ri —  

12!»)'  '       /*(Th^)       '  /•(t*^) 


1- 


Ou  ppiit  donner  h  ces  formules  des  formes  plus  simples,  en  faisant  usage 
des  formules  suivantes: 

y(fl.|.a).9tt-«)  —  9^  


1- 


1— 
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^'OD  vérifiera  aisément  m  moyfn  des  formules  (13),  (16),  (18). 

En  verta  de  ces  formule»  il  est  clair  qu'où  peut  mettre  les  étpations  (129) 
sons  la  forme: 

»  7^  »  7^ 


.  /  o     or ,     mu  \ 


XIÎ,JZ, 


1  — 


1— 


1  — 


/•3 


*  1- 


130) 


/«  m*H-ttoi'\ 


2it-i-l 


) 


1  -  »^ 


1  — 


<  \  / M     o  ,     mu  —  U.OI  \ 


»  1 


mu 


2«+l)  fj 
F*^  ',1* 


V2  *  2*1+1/ 


1  — 


1  — 


„,/  »     o  ,  mu+itoiA   '      „_  /  «     a      wu  — tuai  \ 
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Ces  formates  donnent,  eonme  on  iroi^  les  valeurs  de  ç>(2n-}-])j9,  fiiit^ï^ 
et  F{'S,n-\-l)^,  exprimées  res^pectivemevt  en  fonirtiiMUi  raUoaneUes  4e  9^9 
et      sous  la  ibnne  de  produits. 

New  dhwnenNW  eneofe  les  valeiini  4e  /(f»+i)l^  ^(P^+^)fi  mm 
Mire  foirn^  qol  mm  «ttle  àvw  le  sotte. 

Chi  a  f*P=si  —  done 

^    755"  /*•  — ^''^ — TîT 

et 

er  en  vertu  de  (16)  on  a 
éoee 

On  trouvera  de  même: 

En  vertu  de  ces  forniales,  et  en  faisant  =  0,  pour  ilcterminer  le  facteur 
constant,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire  les  eiprenionde/(2»-f- i)^»'^^bH~l)^» 
comme  Kuit: 


2S 


( 


9!ê  


1  TT-^'^r^  Tx  1 


/u    «no+ixnA  /o    mu— uoTV 


, /o     o.     ma  \        ^       ^ /o     o.     tio»  \ 

\_     9-^ — 

Dus  ce  paragraphe  now  ii^«?oiib  ooufiéré  les  ftaetlssB  ff{»i%  f{nf), 
FigtifiU  qse  dans  le  cas  des  valenni  iaqisiKS  de  n.  Os  peirrail  4io«?er  des 
espresslois  «Mlogaes  de  ces  fonctiess  |jMir  des  valem  paires  de  s;  laals 
ceauae  il  n'y  a  daas  cela  ancone  diffienlté,  et  ^e  d'nDenrs  les  feramles  au- 
fndles  nous  sonnes  parrean,  sont  cellra  qui  sons  seroat  les  pins  utiles  dans 
to  sdie,  Je  se  ai*en  oec«i»eni  pas. 

f.m 

En  Itisast  daos  les  fomales  dp  pwagnpiie  précèdes!  /?=g  ^ 

tiendra  des  espresiioDs  des  fosctfoss  90^      ^  qs^  à  eaose  do 
détensiaé  n,  peovest  dtre  variées  d'us  indailé  de  OMalèfes, 
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Parmi  tontes  les  foraales  qa'on  oMendlft  ainsi,  celles  ^1  résoltent  de  lu.  Btip- 
position  de  «  infini,  sont  Ips  plus  remarquables.  Alors  les  fonctions  if,  f,  F 
disparaîtront  des  râleurs  de  ^cr,  fa.  Fa^  et  on  obtiendra  pour  ces  fonctions  des 
expressions  algébriques,  mais  coiuposécs  d'ooe  iaiiiiité  de  termes.    Pour  avoir 

ces  expressions,  il  iaat  faire  dans  les  formules  (1SÎ6),  150)  ^—  ^Ap,  et  enr 

suite  chercher  la  limite  du  second  membre  de  ces  équation"  ponr  des  valenrs 
toujours  croissantes  de  //.  Pour  abréger,  soit  ane  qaaatité  dont  Ja  limite 
est  zéro  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  n.  CeU  posé^  coasidérau 
suceessivement  les  trais  formules  (126). 

Bb  Usnt  ànm  la  imnlèn  des  ibimlM  (126)  ^  =  2;^  *  etnMr- 
^nt  qae 

131  )  ï.2;^9(»^l*)==«(o,oH-l'J^^(JlsO)+«(-«,o))^-i;  ^HO^^ 
il  est  «lair  qivÊ  peut  «ettre  la  fonaale  dont  II  a^agil^  w»w'  la  fonoé: 

,M)^=^,.,(ji,)+ji,i.(_.,.[,(g^)+,(-=î)] 

+Ki-?*<-«»'t»(^+»C^)]-sf4v-*'^-'«^-*> 

OÙ  l'on  a  isùi  pour  abréger, 

MaiaieBSD^  «■  imMrfiiBrt  qne 

^g-Hwuy.    /a-wu\  (^+i)'-^(^»4T)"'^(l5HT)  


135) 


m 

on  et  Bfi  sont  dos  quantités  iinieii^  ia  partie  de  iéqaaiion  (152)  jasqa'an 
membre  qui  a  le  signe  — ,  prendra  la  forme: 

or  la  limite  de  cette  qualité  est  .éridemmont  séroi  àamot.  eft  fnnot  U  lindte 
de  la  foraude  (132),  on  aura: 

— 1  lim.  l^iy-ij-tp..^.^»,  «_^) 

«n  biea: . 

ft-i  n-i 


(I  ()  ' 
n-i  n  i 


+  ^  lin,  2vi; (-l)**-^ 

Il  suffit  de  connaître  tmb  de  ces  UadteSi  car  en  tan  l'aetree 
■ealemcnt  le  signe  de  /. 
Chendhona  la  Ikaite  de 

S.27J-l)'^.^ai,/.>. 
Pour  cela,  il  finit  caaafer  de  mettre  la  «piai^  précédente  «ow  la  ferme 

eh  P  cet  Indépendut  de  et  «  nne  .qaaaiité  qnl  a  lére  pour  Uarite;  car  dm» 
la  qiaililé  F  aeia  pridadmeat  h  limite  dent  il  a*agiL 

ê 

2a. 

ComridéroM  dTaberd  rezpreaaion: 

Soit 
135) 
et  âûsons 

136)  t(«»,l*>-ï(%^)=^^.«^. 

Cela  peaé^  je  dia  ^  le  pecead  mcadiie  de  cette  éqnatien  cet  me 
tté  de  ta  forme  . 
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D'tffta  (IS)^  (IS)  OD  «m 

'"'■»-(îâr)-»'(ï£r) 

•  a: 

(a   \         tt  I 

donc        If (»!,  /^)  =      .   ^  V  r7~~7  ■  V(3lN-l)«  ^  (liH-1)* /' 

et  par  conséqnent:  ' 


Dtiuc  la  valeur  de  R/»  devieDdra 

Cela  peaé.  Il  y  a  dm»  ca»  à  coasidérer,  savoir  si  a  aéro  pour 
iiaiite  00  ami. 

a\  Si        a  zéro  «oar  ttailte,  on  aura: 

ob  Bftt  C^t  il  ont  tes  linttea  taiea;  doae  tm  aakatitaaat: 
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-s-  + 


139)  R^  =^Aa*  *%  (*^)* 


or  soit  qne  soit  fini  ou  infini,  il  est  clair  que  cette  qaantité  eonvergera  ton- 
jonrs  vers  ane  qoBtité  finie  pour  des  valeofs  UNijoiiia  croiaBUites  de  it. 
Donc  on  aura 

«ù     eët  une  qoaatité  fide  iad^eedante  de  n. 

b)  Si         a  pour  linite  ddo  qowtUé  finie,  il  est  clair,  qn'en  ooianaDt 
cette  limite  d^^,  on  mm: 

«-»  R 

Cela  |tosô,  considérons  l'expression  £  A — ly*.  ^       •     Ou  a 

Sifpoioni  d'abord  que  «ii  pour  limite  une  fontilé  finie,  qnelle  que  soit  ^ 
U  valeur  de  ft.   Alors  en  renovfttant  qne 

PB  «m  Rft  —  A^^ïs    — vjl+i, 

donc 

«è  4=ss]i  on  »—  1,  selon  qne  »  est  pair  on  impair.  Ia  quantité  B  n  ton- 
jon  ponr  liute  une  qnantiti  finie,  wtoir  B^Q,  si  n  est  pair,  et  B^B^^ 
■I  »  est  inpolr. 

Usislenant  on  sait,  qu'une  somme  telle  que 

—  î  +  «'i  +       —  «"Vi , 

peut  être  mise  sous  la  forme  k.v,  v  vywtX  séro  pour  limite.  Donc  en  sniistitunit: 
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-'^      ^  •  (2n+iy        (2«  +  J)«  ' 


or,     étant  égal  à  »  ou  à  «—1,  «t  B  fini»  la  Unité  de  ■  sera  léra^ 


145)     •  X(-l)^.(srfnr=5^'^ 


M 

Supposons   maiateuant  que  j^Tï*  '  P***"  MltHe.     iflow  -^^-^|- 

a  d^aleneal  aéro  poor  Uaitte,  à  moias  qa'en  méawi  teoipa        n'ait  pour  limite 

«le  qamitilé  Haie.  Soit  dans  ce  casyleiMHikl»*  entier  iwiaiftHiitoneat  tofiniMnr  - 
à  yn,  et  eonaidéroDs  la  aenou) 

Ba  M|iposaiit  «jne      est  ua  des  nonibres      1,  ....r,  il  est  clair,  %He 
«g   _(m.f^)o+(ixj4)oi_  ,  «ér»  pour  liaiite;  denc^  aek»  ce  qu'en  e  vi,  A» 
aeia  uae  fuaatité  finie,  et  par  eonséqaeat 

^— (— = 

oè  H  est  égaknieat  oae  quaatlld  fiaie. 
CoaaidéniDe  nalnteaaat  la  s  oui  m  o 

Si—!^  apoarliBiteiinenialilédif&ealedeaéiOk  en  a,  eoiMBeentni: 

si  aa  contraire    *^  ,    a  poer  Ûnite  aéro*  eo  a: 

^^  =  r^4" 

or,'«i  ea  même  teaut  /i>K»,  il  eat  clair  qa'ea  mta  deb  valmir  de 

or  il  eal  dafr  qae  Bft  et  C^,  tena  deax,  ont  pour  Ibaitea  den  qnanlMèi  indé- 
pradanles  de  fi,  donc  en  nommant  ces  limites  B  et  C>  en  aura: 

et  par  snite»  anasi  dans  ce  cas, 

Rfi — =    —  «^^f. 

bone  eemme  dam  le  cas  eà  annit  nne  limite  diSMe  de  adm 

pour  toutes  les  valeort  de  fi,  en  démontrera  qae 
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Maintenant  en  combinant  les  ('quations  ci-de88iU|  ou  en  tirera 
or         A  >^  pour  lin^  donc 

-fV  ^~  ~  »rn" 

Done  cotte  fimmlottoiycBis  Uei^  et]Mr  coM6i|Miit  h  fimiiite  ('37)  deriendin: 

27^~l)^(»^/*)-2;J-l)^.o(m,/.)==-^. 


o-i 


Celo  poaéb  Jl  s'agit  de  mettie  «iras  li  forme  F + 

Or  0*011  ce  qifoB  pont  ftlre  ooeuM  II  eelL  Oe  o: 

0*» 

2;;.(--1V0Ka*)=(— l)-(9(w,n)— 6(m,n4.1)+e(»i,«+2)— . . .  etfc> 

n 

Or  d'après  une  formule  connue  on  a: 

0(/n,  n)  —  9(OT,n-}- 1)  -f  &(m,n+£)  — ... 

=  i  0(1»,»)  +  ^        +  iï-^T^^  +  •  • 
où     £ . . . «ont  des  nombres;  or 

donc  en  sobstitnant 

•<«V.)-H«M»i-iH-.  «.-c(i»t4)«+c^HiW + (a«~[(».+i)«+(»tiM|*)*  + 

De    0  ent^  ipe 

Dooe  en  verte  dee  éqaatione  (14S). 
et  par  conséquent 

26. 


Ayant  transformé  de  cette  sorte  la  ^aattlé  S^r'^  '"^^^^/U"  tire  de 
réquatioa  (146):  * 
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147)  2?A(— i)^f(«.*»)=^-i)"  ?«+:s;-^. 


148)  (..  =  2.' 

o  " 

■•1 

TÎMÎ  ï^ff"  Sh— 


«  ayut  léro  pour  Unite.   Doue  l'équtiw  (147)  ilmmn,  en  lUbnt  h  taflid: 

14»)    lin.  zSi^i-i)'^"-H>M  =  i(-ir.e..  ' 

De  même,  si  l  uu  lait,  [mav  iibrûger: 


150) 


D  I  B-l 


isi)  um.  2,;z'j-i)"^''.v,K.")  =  2:(-ir.p'- 

o      o  I)  i 

:\yaat  trouv»  ces  deux  quantités  dont  t'cxpreRsion  de  fa  est  composée,  oa 
■  Mbfttitoant: 


«m  Ueo,  en  remettant  les  valean  de  et 

152)  ijpa  = 

BbiatenanC 

    _       J  ,  1^  


('-:ii>l)ai     (2ji+l)oi^ 


[a— (»n+4)o]*+(iJ--f  é)  ''n3  i        [ï  i  f  »  i  dVP+di+i)*»»» 

doue  l'expression  de  tpa  deviendra  sous  une  forme  réelle: 
133)  tpa  = 

e*cst-ft-ilirc,  os  awa: 

26 


1  S  . 


[9m  = 


C«-K«H^]*+Ç     C«M**S)»]-+Ç  t»-("«i)«]*+^ 

t«*(«M^3H^  («-K-H^]**^ 
^  roa  comnenee  la  rectieMibe  de  U  limite  de  le  fraeâo* 

B-i  n-i  B-i 

JSJSA — l)**"'"*  V('"»f*)  celle  de  £{ — a»  de  celle  de 
ZK — ly^m^),  comme  nous  Vwvu  ftit»  ob  trooma  m  lien  de  k  fonnde 

(1^)  la  suivante 

156)  ça  =ïs 

creftt4-dif6 

—  ^  (*'•  —        5*',  —  7*',+  ...+(—  l>".^a>/i+l)éV— . . 

OA 

f   1  1  , 

i   7   —,  f- 


158) 


27. 

Chercftom  meinteMùt  rexpresston  de       au  moyen  de  la  deuxième  des 

formules  (12i»).  y  faisant  ^  =  °  .  el  ayant  égard  à  la  formule  (151), 
on  aura: 


1 
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Em  mipiiKMmt  ntiatMant  n  ioÊiâ,  et  twasnpMÊA  fi*aloni  la  Un^  4e  la 

quantité 

devient  égale  i  zéro,  oa 


159)     fa  —  \m.  (— 1)-.         »»>  »— 


1  â 

aà  feu  a  firit  poor  abréger: 
Maiateaaat  en  a: 


Soit 


*  SCT^' 


 ^(H--re+i)cH-(«— n.+t)o^^ 


Donc  on  aan»  m  snbstMaaat  et  Btettant  m  et  ^  icapeetifeaent  an  ttea  de 

Od  aura  la  valeur  de  ^)»  en  changeant  seulement  le  signe  de  i  En 
faisant  maintenant 


Uigiiized  by  Google 


204 

et  cherchant  eaiHiite  la  lùuito  de  la  foucUou 

éè  h  Béme  'manière  ^  préoédeimeiit,  m  trouvera: 

D-l  B-T 


et 

n-l  D-l 


d<MC  «■  snbetUnant  dans  (ISè),  et  reaettaat  les  «alean  de         et  M"^/*)^  ^ 
100)  /«= 

2^     V   v'  /  l\-/'„  (2m +      +(251+1  )c5i       ,        (Sw+lja— (2{JH-I)gi  \ 

La  quantité  reofermée  entre  les  crochets  peat  aus.si  se  mettre  bous  la  forme: 
2[tt— (w+po]  8[a+(iw+è)o] 

donc  aussi  : 
161) 

Ou  aura  de  la  même  mauiere:  « 
102)    F(a)  = 

28. 

VenoflS  maiutonant  aux  formules  (130).  Pour  trouvci-  In  valeur  du  sccoud 
membre,  après  avoir  fait  §  =  >  supposé  f»  infini,  nous  allons  d'abord 
dierdiar  la  limite  de  l'ej^resaion  soivante: 


il  — 


103)  t^nn 


1+1  / 


1  i 


/»1 


^  /       f  1101  +  /  \ 
on  A  et  /  sont  deux  qoantités  indépendantes  de     m,  /f. 
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£a  preoaat  le  iugariUunei  et  faisant  pour  abréger: 

 ^   


164)  iKM>f*)»lot< 


*  V      2n-t-l  / 


165)  lo«<  =  2?.-2;-..v(«,^). 

CoasidéniM  d'abord  Pexpremioa  Z'^v'K/')- 


a 

a* 


166) 


(mtt+|UM-t-/)' 

on  aura: 


1 


Cela  posé,  je  dis  que  le  secuud  munibre  de  cette  éijaation  est  pour  toute  valeur 
de  m  et    de  la  forme 

Pour  déflMMrtrer  cela»  it  finil  diatiogner  deu  cas,  ai  la  linile  de 


nae  faaalilé  «fiférente  de  «érot  et  ai  elle  eat  égale  à  aéro. 
«)  Daaa  le  preader  eaa  en  aura,  en  noanant  «  la  Inaite  doait  il  a*agit: 
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1  '    -^»^\-  =1- 


Ob  a  de  même 

I  »*   A   g*   ^   K*       _|_  t> 


En  MdMtitnMt  oes  vdcaxi^  l'ei|irMHiioo  de  ^«t,  ^) — 0(11^/1)  immbt  U 

les  fiiaiilUm        Vg,  «^^  «jut  tontes  «éfo  peur  limite. 
On  a  4Me: 


>» 


(ïll+l)*)— (2/j  +  l)»  ***** 


et  par  conséqiient: 


0(»t,/i)sss  ^—j^. 


6)  Si  la  limite  de  la  quantité  ^^^^      ^9'^  À  aéro»  en  aura: 


<2n+l/   .   "  (2«+l)* 


1  


Si  maiateuaut  mw-^ftai  ue  va  pas  iadélîniiueat  eo  auguiuntaut  avec     ou  aura: 
'  V2«+l/ 


1       ,  '-.«-rm^   j  I  

♦  V     2n+l  / 
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-  /  «10+11131+/  \  (Mtt-t-pyo^*  '  (SiH-l)*  * 


donc  dans  ce  eas: 

2Î- 


B  et  e  ayaet  des  limites  liolei»  on  bien: 


^m,^i)— 

la  limite  de  D  étant  également  une  quantité  finie. 

SI  «a  eoBtraire  la  quantité  m»  +  uni  augmente  IsdéêitfMeflt  avec  n,  on  a: 


(mu  +  ^ai'  +  ky 


1  — 


X 


(nw-htW-t-*)* 

2»- 

précédente  sera  de  la  forme: 


•r  les  qoestHés  "♦^t^'^l*  «nt  aéro  pour  iindte;  dane  la  oianlUé 


1 4-    **  A" 

A"  ayant  iTiif  (piantité  fnu(?  pour  liiiiitr.  En  ciiangeant  k  en  et  ih'Signant  la 
valeur  correspondante  de  A"  par        la  valeur  de  i^(in]|^) — 0(m>/')  deviendra: 

(l+  A'\ 
V(^/0-O(«^^)=log      ^   ^,  =:  + 

Maintenant  ia  limite  de  JH'  est  la  même  que  celle  de  or  il  ei^t  clair  que 
eette  denière  liailte  est  indépendante  de  i»,  /x  (elle  est  en  effet  égale  an 
coefficient  de  «*  dans  le  développement  de  Donc  on  anra: 

et  en  dni^ant  k  tSil 
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d'où  A*  —  J'j  ==«  -^v^sstv.   Don  ^  ^  A*^  m.  aéro  piMir  limite,  «t  par 

consé^eot  ou 

Doue  noms  vrim  démoalr^  qu'en  ftisut 

467)  rfint^fi)  -      jtt)  =  , 

la  limite  de  /f„^^  sera  égale  à  zéro  toutes  les  lois  que  ma  -\-  fim  augmente 
iodéfinimeat  avec     et  qu'elle  sera  égale  à  une  quantité  finie  dans  le  cas  contraire. 

29. 

Cela  poB^  oonaidéronB  la  qnantilé 

En  Bolietltaant  la  valeur  de  il  viendra: 

Soit  p  le  plan  pand  nombre  entier,  eontenn  «bmn  yn,  on  pent  ûiire: 
■ 

Or,  d'aprèa  la  latnie  des  foantitén  A^»  la  Boaune  contenue  dann  la  preayère 
ligne  nera  égale  à  p.Amt  la  seconde  ^e  à  ^«(n — 1%  oft  4»  est  nne 
quantité  Inie  et  J'»  nne  qnaniil^  qui  a  aéro  pour  limita  donc: 

s=s'r.X  +(«—•')      =  (2«  + 

2n+l  2»+l 

Donc  la  quantité       a  zéro  pour  limite,  en  remarquant  que  v  ne  surpasae 

pas  y'fu 

0 

Par  \k  Texpression  de  £  ^  change  en: 

■ 

Pour  avoir  la  limite  de  £  Hfhf)»  j'écris 

tt  aa  OD  ae 

£ J{mf*)  =  £Mm,ft)-^  ^uK^tfi)  =  2^ Jim,  fi)  —  Z  'J(;«,^*H-»). 
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Or  on  peut  tNMnr«r  b  Tilenr^  de  2Jj{myft+n)  coaune  mit 

Ou  a: 


De  là  on  tire: 


(  ^  I   l 

+  etc. 


etCi 

Or  M  Mit  fue  la  littite  de 


dOBC 


"1» 

etc., 

et  par  conséquent,  en  sobstituant: 

or  ^ 

eta 


SIO 


y*— jj— +SM+xoy  ^ — 1^+01+ jra» J 

 i.,t:f  i_  

La  limite  de  cctti;  cxpres*ii©D  de ^  ^^(j:)dx-  est  »éro  pour  une  valeur  qaél- 
conque  de  jt.   De  même  on  trouvera  ^e  la  limite  àtij'^%^{3gydx  eat  zéro»  d<ne: 

= _  |i , + ^ .  ^  _ . . . 

aoM  miKi;  en  falmt  /»=oo: 


d*oà: 

i;o(i«,^)=|^»K^)-^^,et 

«U  «rwt  léro  pour  Unité.  De  là  on  tin 

i'^„t(«,/o=l.(i.;8(.».^))+i^ . 

£a  preuaut  la  limite  des  deux  membres  et  remarquant  que 


n 


En  reniettaut  l(>s  valeurs  de  #N^^)  et  et  paMut  des  logarithnos  am 
nombres,  oa  en  tire: 
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(si»+i) 


172)   ïm-a^nl   /  a  N  . 

Par  une  analyse  toote  semblable  à  la  précédente^  nais  pfais  simple, 
trouvera  de  même: 


9» 


II  — 

9 


(«w+i)  j 

11—-  î  . 


sa 

Maintenant  rien  n'est  pins  facile  «pie  «le  trewer  les  Ttleiini  de  9ff»/îr,F« 

CoBSidéronf^  d'abord  la  preiuièro  formate  (130).    On  a: 


1 


27 


m 


lH+1 

9*?  ^ 


.  /iBO+UlOlV 

1  1   


Cda  poaé»  si  l'oB  f«U  ^'^^^  «t  «o'tti  nppoM  n  bOU,  H  vimdn,  m 
bisaiiÊiiBage  des  fonnilm  (178),  (17^  (174^  et  nmifuuit       b  liirite  de 

Les  dffux  fonaolee  (130)  donneront  de  la  mém  mtaûèn,  en  iiUnnt 
^     2«+T'  ®*  W»»»!»"»*»  qw»  f{0)  =  1,  F(0)  =  1  s 

176)  fa  =  nJfrJ^—Ji("*-i)<^+v^'^'T  if  ^~c("i-i)o-no.]«  |l 

177)  F«  = 

l     ^     K"4)»Hl^^^)wTH*  [(-»-Di.+(|ii-i>«oO 
On  peut  aanl  dmmev  «m  fbnie  réelle  ma  eiprendAu  prëeédnien  oei 

suit: 
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178)  ^=«.Âr,(i  +  ^).jl.(i-.J^) 

179)  = 

Ces  transformations  s'opèrent  aisément  an  moyen  de  la  formule: 

('-,7f;ip)(»-e5ô-.)=('+îSjX'+;^»X'-îlRK*-î=B) 


SI. 

Dans  ce  qui  préd;de  nous  sommes  panx'ous  à  deux  espèces  d'expressions 
1m  fooettODS  f((^  Fa:  les  unes  donnent  ces  fonettons  décomposées  en 
fraetieu  partIellM»  dont  la  totalité  tom»  dea  séries  isfinies  dsnbles,  les  antres 
dflmml  en  ntees  inaettoM  4éooB|NMécs  es  w  noalure  inisl  de  firnlenn» 
dosft  dnemi  est  à  «A  tour  eonpesé  d'me  InlUié  de  ftetenn. 

Or  OK  f  e«t  bcaneoop  simplifier  les  fonrales  pvteédentes  an  OMyea  des 
fboctioas  expooentieUes  et  cimlaires.   Cest  ce  que  nous  alless  voir  p«r  ce 
suit 

Considérons  d'abord  les  équatioas  {17%  (179),  (180).  Es  vertu  des 
formules  connues,  on  a: 


214 


77  iJL^i:*  /     _   «in»  .  jj   1   «M» 

ËQ  vertu  <le  cette  formule  il  est  clair  ^ue  tes  expressions  de  ça,  fa.  Fa 
peurent  être  niaes  sous  la  fur  me: 

I cot|<tf(m— t.co»[a— (m — f)vi}—i.ûiL*mo-i  (a+iJMj)(a— mt*).;^  i""  \ 

\  O  O  0  O  I 

a    ^  (m— 


xn 


0  Vf  O 


On  trouvera  des  expressions  réelles,  en  substituant  an  lieu  des  fonctions 
circulaires  leurs  expressions  en  fonctions  exponentielles. 

On  a: 

siu  (a — b) .  sin  (a-j-6)  =  sin'o  —  8io*6. 
cos  {a-\-b)  .008  (a—^b)  =cos*a — sin*^, 


ujt(a  -I-  mu)  —  t .  ain(a — mu)  I       ùa^a  —  a' 


=  --a  

0 


«in*)*!»  i      ala*!!!»  —  t 


_  =1  jp» 

co8''(m— l)u  —  4  coa*(M — D»  — i 

* .   0  *  0 
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tang  («+(»« — i)»)  ^  t.tang(a  —  (m —  ^)«)  ^  i.  cot*(i« —  ^)<i) 

l— 


gin*  a  — ' 
1  ?  

VtifieèB  eeb  et  «  ranirquat  «pe 

m*o»  1 


1 


1- 


.1 


(m-J)«u« 
il  est  clair  qu'on  aon: 

•lu»  a-"-' 

mal      7.1  ) 


niai      Kl  )    ^  »Ia*mu -— 


llll»8  -* 

O 


1  — . 


f8S)  /W=17. 


1 


—la 
o 
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En  substituant  au  lieu  des  cosious  et  Hiam  d'arcs  imagioaires  leurs  va- 


1  +  ' 


1—1 


a  n 


185)  fa^n^. 


l-l- 


•i  A  est  te  aoiAre  2^71&S61 ... 

On  peut  encore  transfomer  ces  fimudes  de  la  manière  suivante: 
Si  l'on  remplace  a  par  nf,  on  aura  les  valeurs  de  fi*^  ^{"fy  ^ 

changeant  maintenant  c  en  e  et  e  eu  t;  les  quantiU'sr 

•»  0»  A"«J> 
M  cbaageront  re^peettreBeat  en: 

m,  Ifo,  Fit,  f€i, 

donc  lee  fomi1e>  précéiesteB  éonermt: 


1+ 


n0if  V  ^ 


(a   »-    +A     2-  ^ 
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(i   »    —4"    "  ) 


1— 


>.   me»  ma.i^» 


52. 

CmsUénu  Baiiiteimt  les  fonmleB  (IM!^  (161),  (16S>. 

(2tx-M)n      _  2 

dooc,  en  laiaaiit 

y  =  («±('»H-l)«)^ 

Sb  Torta  de  oette  fommle  il  wt  allé  de  vote  ^  les  «ipres^ons  (iSSi,  (168) 
de  ça  et  A'deTiesdroiit: 

190)  tpa^ 

,    ,    -  (  _î  -  ^  -1 

191)  F«s= 


2  7C 


+ 


Les  exinressieDS  |»deédeateB  de  ça,  JFfa^  peuvent  étn  mises  eseere  aees 
d'antres  femes}  je  vais  r^ppeller  les  ph»  feottiquaUes.  D*dMcd 
eo  rdoniasatt  les  tecoMS  d«  seeend  amnbie,  es  tnmven: 
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aT-.-oG'-H>.-+,-<-..-.)) 


Si,  pour  abréger,  on  suppotK;: 

194)  A*  =e  et  A"»  =zr», 

ces  Tormules,  co  dévelop|Mnt  le  mcihmI  iMmbre,  devieadnmt: 
195)  9>a==: 

1  -     1  .1 

r   r*        .   f* 

t;  1  ^+  r-T+-;  r-r 

t*    r»  e-*  r'" 

En  mettant  ai  aa  lieu  de  a  i!»ns  let»  iurmoleii  (19^),  (103),  chaagCM^ 
ensuite  c  en  e  et  e  en  r,  et  reiuur<]uaDt  que  les  quantités 


se  cliaegenHit  respecttrement  en: 


il  viendra: 


197)       =   «L^A*  ?  4- 


El  ftisaat  p«w  abréger 

mm 

0  *-=e. 
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ftt  développant  op  «rfitiendra: 

t._±  f'-i. 
'    f    .  ^— g-T+  '     i  - 

f>+*IM(«lO+4  P^I^MaO*-^ 

«M)  /(«î)- 

»  w 

En  Rubstituani  dans  Us  formules  (190),  (191)  au  lieu  de  **•  «t  !«■  lens 

valeurs  e  et  r,  il  viendra: 

Eb  nq»poaaiil  nuditMant  «  <  oB.aoni: 


1 


ça  =  (ij-l)-((t-«-»)^-»M.»--r»)j^'-^4K*»--*^)»'^  •)) 

Or 

etfejtlonc: 

204)  9,«=-.-.(-^-^^+;s^— 

De  la  néne  aanièra  «n  troweia: 


S9< 


Én  Mettant a^im  lien  de    et  changent  easaite  0  m  e     e  tn  0, 


se  chaiiirciit  en: 


«o«)  ''(.«a;^»  «-1-71  rï^+~rT^ — 

(  p+7      p*V  p'+T" 

(  p-7 

Geft  «puiie  denlèras  fomiile»  offrent  d'exprassioan  très  ainfles  des  fone^ 
tionn  tpa,  fit,  A.  Pw  les  différentlatknin  et  int^intioM  an  pent  en  dëdotte 
une  Ibnle  d*Milre8  ptan  on  moins  rennripubW 

53. 

Dans  le  ca%  e=:c,  les  fiinnnles  précédentes  prennent  vne  finme  plan 
rinpl^  à  caose  de  la  relation  a»  =^  qni  n  liea  dans  oe  cas.  Soit  pour  pins 
de  siniplieitê  e=e=  1.    On  a: 

done  en  pnbstitnant,  «i  faisant  dans  (201),  (2(fô)  u=ia^,'û  vient:  . 


art 

an 

Sa»  3<ra 

Bian 

Soff 

A'  —  k 

'  a" 

A"»"— A'  »" 

+ 

Sur  8» 

A^+A" 

A'  +  A"» 

A'+A" 

• 

an 

San  Sa;r 

Smt 

k*'  A 

"T 

A  *  -J-A 

"i~ 

n 

s»  s» 

+ 

S» 

M 

• 

A»— A"« 

A»— A" 

•  S 

»(''l)=ïl-(°l)i^-*K)/;^.+K^).-^--4 
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L«a  InettMM  Vtft  F  ^enk  déteminées  par  les  éfmfiaM 

SI  dus  les  deax  dernières  fommlM  m  ftil  «  =  0,  et 
qu'alors  1«  valeur  de  — ; — est  =  i^,  et  celle  de  =«.  on  tronmn: 


i»r                  8»                   ftiT  . 
—  . . .  =(  rW^)* 
»«*+!      )  vJ«  va-**)/ 

§.  VIII. 

JSsprtêêim  mlgéMqim  de  la  fèMtttm  9 dimw  i»  ff  ca«  «A  «scesl. 

34 

Dans  le  ciMpiiène  firugnpke  mn»  utou»  traité  TégnefiOB  />,=0j  d*oà 

dépend  lâ  détermlnallen  dee  foncttone        )  et  (;p  (^).   Cette  èfntto%  priée 

dans  tovte  ea  généralité»  ne  parait  guère  réeohible  algébri^cment  poor  des 
valeen  feeloonfnee  de  «  et  e  j  nais  méanauiinB  il  y  n  dea  ces  partIcaUere,  oft 
on  peot  b  réamidre  conpIètenMnl,  et  par  mite  obtenir  des  expresdons  algé- 

brlfoes  des  ipuntttés  9       et^        en  fenettons  de  e  et  a   Cest  ee  qnl 

arrive  toujourti,  si  (p  ^-^)  peut  être  exprimé  rationnellement  par    ^-^-^  et  des 

qoantUés  eonmies,  ce  qui  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  -i .  Dans  leos 

ces  cas  rdqnatiOB  jP.  =  0  peut  être  n'solne  par  mie  seule  et  mène  méthode 

anlforme,  qui  est  applicable  à  une  infioité  d'autres  équations  de  tous  les  degrés. 

Xt'xposeraî  cette  méthode  dans  an  mémoirp  s»'|iar»',  p\  m*'  oonfontonii  ponr 
le  iDuiiient  à  considérer  le  cas  le  plus  («impie,  et  tjui  résulte  de  la  supposition 
«  =  r  =  1  ai  n-=^v  ■\-  \.    D&DB  ce  cas  on  aura 


222 

De  même 

209)  q(<fi)  =  i.(fn, 

ce  qui  se  fait  voir,  eu  mettant  xi  au  lieu  de  x.    Cette  forinulv  «iuone  «nsuite: 

210)  f{tti)  =  Fff,  F(«/)  — /•„. 

Les  deux  quantités  c  et  c  étaut  cgaleb  entre  elles,  il  est  dair  qu  il  en  sera 
de  même  des  deux  quantités  que  nom  avons  désignées  par  «i  et  o.  En  effet 
m  Min 

En  posant  dans  les  formules  (10)  /Si  an  lieu  de  ^,  on  es  tiren^  en  ayant 
égard  aux  équations  (20»)  et  (210): 

212)       /i«+^â)  ===^^'^^^;4;y•^^ 

Donc,  pour  trouver  les  fonctions  /,  F  pour  une  valear  quele(ny|iie  »a- 
^naire  de  la  variable,  il  sofllra  d'en  connaître  les  valeurs  pour  dos  valeurs  réelles. 

En  supposant  «  =  mô,  §  =  fid,  on  voit  que  (f{m  -f-  in)à^  f{m  -f-  /if)*, 
F^fl^fiS^  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  six  fonctions  suivantes: 

fp{md),  qifiô),  fiuuH), 
f{f.d),  Fimd\  F(ii,cT% 
et  par  suite  aushi  pur  des  fonctions  rationnelles  dès  trois  fonctions  çd^  fd,  Fâ, 
si  m  et  ^  sont  des  nombres  entiers. 

Kl  mKwBt  ee  dévelonienient»  <m  veit  igiiàmtkt  et  «ans  peine  f  «e  àaas 
ie  ea%  eù  m  -|-    est  «n  nombre  Inpidr,  on  anra: 

«à  7  est  use  fosetios  rationnelle  de  (^d)*  {f^*  {Fâj^,  «'est4-dire  de  (^m^.  ' 
Done  en  fidsant  g>â=x,  on  anra 

q>(m + //i)<ï = ar.^j;').       '  ^; 
En  changeant  d  en  ^t,  (fô  se  changera  en  ^(ilQ  rs=  ij^d)  =  ir,  et  la  foae- 
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tf(m  -\-  ft     ==:  X.     —  Jr')  : 
par  conséquent  on  doit  avoir     — a:-)-=  ^\x")\  ce  (|ui  fait  voir  que  la  fonction 
^jf)  ne  contient  que  des  pniftsances  de  la  forme         Donc  on  aura 

SIS)  9i{tn-{-/ii)(»  =  ».2; 

oà  2*  est  mie  fonetlon  ntiomielle  de 

CbercfaonB  p.  ez.  rexpreision  de  9(2 en  «. 

On  a  d*a|wèa  k»  foinHilea  (212}^  en  &innt  a=fd  et  /?  =  il: 

Or  (10)  donnti: 

— i+(ç8)*  '  ^^^''^  ' 

c'eBt-à-dire,  en  remarquant  que  (f  d^x^  /9=|^(1-- et  Fds  1^(14- ;r*), 

Substituuut,  ces  valeurs  et  réduisaiil,  il  viendra: 

M. 

On  peut,  comme  on  >ai^  dëconqjooer  le  nonhro  4»  + 1  en  deux  carrés. 
Dono  on  pent  snppooer 

Nôns  cherdieroBB  d'abord  la  Taleor  de  a>  (  — ^  )  ;  car  œllOfd  étant  ironvée. 

on  en  tirera  facilement  la  valeor  de  9  (^J^i)' 

La  somme  dos  denx  car? is  a*  et  ^  étant  imjraire,  rnn  des  nombres  a  et 
s«ra  pair  et  l'antre  impair    Done  la  somme  «+     ^  impaire.  Dsae'en 
vertn  de  (213),  on  aura 

216)  9{ci.|.|»)^»«-7> 

oà  r  et  ^  sont  des  fonctions  eatières  de  a^vsi{if9f. 

En  supposant  ^=s_^,  le  premier  mmabre  de  (216)  te  rédaH  ft  séro^ 
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et  par  conséquent  x  =  9  (^^^y)  racine  de  Téquation 

217)       ,    -  T—0. 
Donc  on  mura  la  valeur  de  ^  (^—pï}  ^  aHifea  «la  la  réaohitioii  de  oette 

éqnatîon. 

D'abord  on  pcnt  trouver  tontes  les  laciaeB  de  l'é^oatioii  T=  0  à  l'aide 

de  la  fonction  tp  do  la  niaiiit  rc  snivante. 
Si  T=  Of  ou  doit  avoir 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  (27): 

(k     ^i)ô  =  iMci>  -f-  ^o*  =  {m  -j- 

et  de  là 

m        m  +  'il" 

«8)  »=9(=i^"). 

Dans  cette  expression  sout  conséquemmont  contenues  tontes  les  racines  de 
l'équation  7";=  0.  On  les  trouvera  eu  duunaat  k  m  et  fi  toute»  les  valeurs 
entitoea  dapnia    00  jusqu'à -|- 00. 

Or  )e  dis  qoe  lea  valcora  de  «  «pil  aoat  différeatea  «itre  ellea»  pcnveat 
étie  Kfréaeatées  |iar  la  fanante 

oli  ^  a  tontea lea  valeurs  estlèrea  depnia—      ^  —  ^  joaqa'à-l- 

Peur  démonfrer  oel^  notent  A  et  if  denz  aoulMres  enliem  fui  aatiifimt  à 
réfnation  indéterminée: 

219)  —  a.A'  =  — 1; 

soit  de  pina  t  un  nombre  entier  indéterminé,  et  faisons 

M  en  déduira  sans  peine 

/«  +  ^*  +  «A'==0, 

etaifon  fait 

^  =  m4-  «A — fiiff 
on  vériiera  alaéeMsat  l'é^aattan 

a  +  pi     a  +  pi 
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De  là  OQ  tire 

or  saivant  (82)  le  second  Bembre  se  réduit  k  * 
donc 

^  Va  +  Pt  /      ^      '        ^  Va  +  Va  +  ^/ 

Alaintenant  l'cxprcssiou  de  {)  devioiulrn,  on  y  sabstituant  les  valeurs  de  ketk": 

d*ob  r<Mi  volt  4|v*on  peut  prendre  t  tel  qat  In  valeur  de  positive  on  négn- 
tive,  soit  iaférîeure  à  ?^JlH.     Donc  etc. 

Toutes  les  racines  de  l'équatiou  7'=0  seront  représentées  par  la  for- 
mule (218  );  or  tontes  ces  racines  sont  différentes  entre  elles.  Ën  effet  si 
l'on  avait  p.  ex. 

on  annit  selon  (31),  (en  remarquant  que  es  =  &>) 
d'en  Ton  tire: 

««  +  ^«=0;  ç  =(— «»»— /fti. 
La  première  de  ces  éfintions  donne  «= — fit-,  m  =  at^  oii  t  est  nn  enliw 
indéterminé.   En  vertn  de  ces  relations,  l'expression  de  ç  deviendrait: 

ç  =  (-l>-+-.^'  +  («*-i-iS«).l, 

d'où  l'on  tire 


ce  qni  est  impos^le,  en  remarquant  que  q,  q'  sont  tons  deux  inffrienxs  à 

Donc  les  racines  différentes  entre  elles  de  1 1  tjiintïon  7'=0  sont  an  nom- 
bre de  •     11  faut  voir  encore  si  l'^uation  en  question  a  des  racines 
égales.   En  différentiant  (216)  on  en  tirera»  en  remarquant  que  lijpossdbi.fa.Fa: 
(«  +  ^,f{a  +  /W)d.F(«  -h  /Î0*.«  +  (^) .  W 


— jr,  ^ .  /i) .     4-  r.fà .  Fâ. 


29 
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SI  nMiatennit  7,  a  des  factenrt  égam^  Il  bot  qne  T  Mieiil  égau  Axéra 
enittéiM  temps;  donc  réqnation  précédente  deieera 

er  OB  a  9(a-h/K)^=(^  diiii6/'(a  +  ^0'=±l=^("  +  /^  ^  H>^ 
■éqaeet  ^=0^ 

ce  est  impossible^  car  nous  sapposeoB,  ee  qat  est  penaia»  fae  T  ei  S 
s'aleat  poiat  de  ÛM^ars  cmaantas.   Par  là  on  toU  ^e  réfnatioa 

7=0 

est  dn  degré  a'  -{-    —  1  par  rapport  à     et  anra  pnnr  racines  les  ipiawtitési 

Ed  fiyaant  i^sr,  on  anta  «ne  équation 

219)  .11=0 

dn  degré  a 2v»  et  dont  lea  radnes  aèrent 

220)  <f,\â),  ç«{2(î),  ç,"(3(J) . . .  q^\2,'ù), 
où  pour  abréger  oa  a  sappoaé  â  =  ^■^■y. 

Celà  posé,  on  peat  aiaénent  réaondre  réfaation  Jt=0^  à  Taide  de  h 
aiétliode  de  M.  Gtuuê» 

8«tt  t  ane  raefae  prinitive  de  a*-|>/S*,  Je  dia  fn'on  peut  eqprhMr  les  la- 
eiaes  comme  il  aait: 

22 1  )  i^tà)         9\k*Si . . .  v'C**^.*). 

JBn  effet,  en  fuinant 

222)  *-  =  ±a,  +  *(«*+n 

où  4.  est  mobidce  qne  **  ^  ^* ,  on  anza: 

«TeslFA-dlre,  en  vertu  de  (22): 
et  par  Mtto: 

Je  dis  inainteaant  qae  tous  lea  nombres 

1>  "j  >  «i»  <S»  •  •  •  "«^^t 
aont  Inégaux  entre  eux.    Ea  effet  aoit  p.  ex.  a^^^^  on  aura 
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885)  .•=±,.4.j.(^  +  ^. 

De»  te  «fulîODS  (222)  et  (885)  n  tin^  «n  ëlinfiiMt 

=  à  on  noBbi»  emtltr 

a»  + 

DoDc  en  multipliant  par  é"^«";  on  trouve  <pie  est  entier,  et 

par  suite  ce  qui  est  impossible,  car  «  est  la  racine  primitive  de 

-|-  ^  et  2/n  —  £w  est  moindre  que     -f"  /**  — 

T)oD8  les  2*'  Tiofnhrtis  1,  a,  etc.  sont  différents  entre  eux  et  par  consé- 
quent, pris  dans  un  ordre  diOereot,  ils  sunt  les  mêmes  que  les  saivaots: 

1,  £,  S,  4  ...  2»-  —  1. 
On  voit  pat  la  fimnile  fi^a-d)  =  f\aj),  que  les  quantités  (220)  et  (221) 
ooloeideat,  mais  dans  u  ordre  différent 

Maintenant  an  fanna  riaottïira  Féquatian  JZ^ 0  partàileBKnt  ée  b  mlatt 
aundèra  ^  FégnaUan  (108). 

On  tronvera  (IIQ 

8Sé)     f^*-l)=  1.  (+^-|-l-.t»w'4^^.t>»'+...+*«w,»-<«^>-.« ), 

«É  0  «it  «ne  raetna  imaginaire  de  l'équation  O***  — 1=0,  et  *f"'*V'X 
aérant  létendnéa  par  laa  expreaaiaiia: 

*  [f«(»)+«'Ç*(«»)+tv(«H)+.,.+»*^'.9V*"*»]a» 

fni  far  le  procédé  pag.  183^  184,  18S  penrant  être  exprimées  ratUmnelle- 
ment  par  les  coeffidens  de  l'éfnatian  iIsO,  qui  seront  de  la  forme  A'\-Bit 
oii  A  et  B  sont  des  nombres  rationnels.  Donc  la  formule  (221)  donne  l'ex- 
pression algébrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation  A  =  0,  et  par  consé- 
qoent  les  videurs  des  foDctions 

87. 

Ayant  trouvé  par  ce  qui  précède  ta  valeur  de  q>  »       ^'^  tirera 

celle  de  U  fonctkm 

89* 
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eonme  U  sniL 

La  valeur  de  7  (        doineni  celle  de  ç  f  ^ .)  « 

t  en— -i   De  là  on  tire  la  valeur  de  9  ^  formule  (10),  savoir 

doac  ou  aura  la  valeur  de  la  foucUo» 


9» 

BfainCeHiit  pour  avoir  la  valear  de  9  (4""^)     »  a  ue  valeur  délefialiée 

qBelcoQ4j[ue,  il  sufljt  de  déterminer  2»  et  <  de  la  manière  ^e 

nasima  —  (4f+l)/, 
ce  ipd  est  toujours  possible»  en  remarquant  que  les  deu  wmibres  S»  etév+l 
sont  ]irendérB  entre  eux;  car  alors  on  obtiendra 

»^ï)=Ki^i  +  '")=(-')'Hi^r.)- 

En  posant  1».  ex.  n=  i,  on  «na  la  valear  de  9  (j^i)* 

58. 

Le  cas»  où  Av-^-l  a  la  forme  l  +  ^'i  plus  remarquable;  car  alors 

Feifression  de  9  (jT^-})"^  oontlent  qne  des  racines  canées.   Ba  effet  on  -  a 

dans  oe  cas  Si*=  2^,  et.  par  suite  la  formule  (SSi)  fidt  voir  qu'on  peut  dé- 
duire 9{t^  de  •  et  v  en  extrayant  seulemnt  des  racines  carrées.  Or  «  est 
«no  foncHoa  ntionneUe  de  •  et  de  y{ — t),  et  %  est  détènninée  par  Téquaflon 
0*  =1,  iToii  Ton  tire  I  par  des  racines  carrées;  donc  on  trouve  anssi  «  et 

Conaaissant  de  cette  mauière  9  Ç;^^)*      ^o^^      même  91  (~^^'^^ 
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là,  par  la  formule  (226)  la  valew  de  (f  (^^a)='^  *      eitwyaiit  dec 

racines  carrées. 

39. 

Ub  antre  cas,  rà  la  valeur  de  9»        peut  être  detenninée  ]iar  des  nef> 

nés  carrées  est  celui  où  n  eai  uue  puissance  de  2,  comme  nous  ravoas  Vi 
No.  15.    Donc  on  convalt  les  fonctions: 

ok  dans  la  dernière  1  -f-  ^"       ^  nombre  premier. 

Soient  aMintenant  1  +  £",  1  +  £"S  l  +£"»,...  l  +  aV  plnaiesn  ubêê- 
liras  premieiSy  on  connaît  les  fonctions: 

et  «le  là  la  fonction: 

2"(l+2"')(l+2'2)  . . .  (l^tJ"")  ' ' 
OÙ  »t'  est  un  uomlm;  fntier  qui,  à  rausi;  des  indetermint's  ?m,  wi^,  m,,  ...w,^ 
peut  avoir  une  valeur  quelconque.    On  peut  donc  établir  le  théorème  suivant: 

nUa  valeor  de  la  fonction  9         peut  être  eiqirimée  par  de»  radaBS  carréeê 

"teate«  les  Ibis  ^  »  est  on  nombre  de  la  forme  £*  ou  1  +  2",  le  dernier 
"nombK  étant  premier,  on  même  on  produit  de  plnsleani  nembras  de  ces  demi 

.  M 


4a 

m 

fin  appliquant  ce  qal  précède  à  la  lemniseate,  on  parrieidni  an  Utéotha» 
énoncé  No.  SS. 

Soit  l'are  JMs=tt,  la  corde  JM^x  et      _  * 
rangte  MAP = eu  aura  /^^sA 

rfs= 


En  effet,  l'équation  polaire  de  la  lemnlBcate  est 

«s=K(co8«e), 
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d'oà 

 ifeV(c»«l>) 

8in2t 

et  <fa*  =  lir« 

donc 

mis  de  X  =K(co«20)  ©n  tire  cos£0=«%  cos'29=:  J?*,  1  — cos*20=l — 
ss(8ui2d)%  donc 

et  pv  «lite 


et  x  =  qp(a). 

Si  Ton  Koppose  7=1,  on  aura  a  =        =  ^ .   Donc  la  ciramfiSreaee  i 

AÎ\1BN  =  w.    Supposons  maintenant  qu'il  s'agit  df  disiscr  cotte  rircoulerence  | 

en  »  parties  égales»  et  soit  Tare  AM—^'  AMBNt=z  —  a,  on  aura  | 

Done  €D  aura  la  cefde»  et  par  a«tte  le  nP*  pobt  4e  dl^ien,  si  Ton  cm-  | 

«■R  la  fonettoa  9  (v)^  ^  ^^"^  ce  ^  a  toii|M»  Um  leiwpe  n  eat  déeo»- 

ponble  en  WNnbiea  prenien  de  la  forne  S  et  1  + 1",  eoiwne  nem  faveu  w 
dut  k  iio>  préeèdeat  Donc  daaa  ce  cae  en  pemt  eemtraire  les  peinla  de 
iUùBm.  k  Taide  de  la  règle  et  dn  oonpas  senleneal;»  on  ee  qai  reneat  an  néaMv  | 
par  riaieMeelieii  de  ligaea  droites  et  de  cerclas. 

f  IX. 
H 

M.  LBgenâre  a  lait  voir  dans  ses  ezerdoes  de  cale.  Ici,  femsieat  nstê* 

grale  J'^^^^  -^e*mfl^)  *         *"*  '^^^""^  s\a(p=^x,  se  change  en 
y^[(t-^)(t— *  tranafecBiée  en  d'antres  intégrales  de  la  méae 

ftirme,  avec  un  module  différent   Je  sais  pamna  à  généraliser  cette  Aéoiie 
par  le  théorème  suivant: 
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Si  l'on  désigne  par  «  la  quntité     +  ^  ^  »eia*  1^ 


entiers  «  et  ^  est  premier  nveo  teHh  1*  on  anra: 

/  f  dg   f  th  


ou 


'^M.M['(ï+«)-(t+*-)  -(t  +  -«)]*.  ■ 

f  étant  nne  Iniétemiiné^  de  sorte  fnll  n*exlste  qu'une  seole  rdallon  «ntra  les 
qeantitée  e^,  e^t  c,  e. 

Les  qnaatîtés  é*  et     ponnont  être  positives  on  négatives. 

Par  ce  âiéorëme  on  peut  tromer  vue  inlbKé  4e  tranaformations  diférea^ 
tes  Mire  elles  et  de  celles  de  M*  L^gemb-e* 

42. 

Soient  m  et  /t  deux  oombres  entiers,  et  faisons  pour  abréger: 

(n»  +  UL)o+(»i  —  a)oi 

"  SïTi  » 


oA  l'on  suppose  qne  Tan  des  deux  nombres  m,  ft  soit  prenUer  avec  S»  4* 
En  désignant  par  I  nne  quantité  ipieleonqtte,  il  viendra»  en  vertu  de  (2^ 
229)  7  l)a]=:9i 

En  mettant  9—11»  an  fien  de    on  obtiendra: 

«50)  vO+(«+l)»)=V(l-«»)' 
Cett  poaé^  conaidéraas  rexpression  soivaste 
251)  y,<»)=v(|)+^(«+«)+^0+2fl)+  „.+ 

En  mettant  l+a  an  lieu  de  ^  il  viendra  à  eaasc  de  l'éfntion  (22B): 
252)  9,^^^a}^9M 
done  si  m  désigne  un  nombre  entier  qaelcoaipie: 

235)  '  îp,<*+m«)=9,(e). 

En  vertu  de  l'équation  (230)  on  peut  écrire  rexpresrion  de  9>i(9)^ 
il  sutt: 
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254)    9i(«)=»(e)+9(ô  +  «)  +  9'(0  — «)  +  ç(0  +  2«)+9>(9— 2a)+... 

...  4-9'(9+««)+ç(9  —  ntt\ 

c^eifr44fic^  en  verta  ëe  la  fimole  - 

«55)  r^.(rO 

Ed  fais.'int  r/O  — .r,  devient  une  fonction  rationnelle  de  ».  'En  la 
désignant  par   «^(.r),  on  aura: 

Maintenant  soit  t  ane  quantité  quelconque,  je  dis  qu  on  aura 

257)  1  -  »y      ""ir)(^ ~ yû^^ 7 "^^ ~  9(»^>) 

Bn  elEBt  11  est  clair  que  la  fonetton 

S38)  iï  =  (l—  >'J(l+è»eV«»*').--(lHh«*«V»i,*^ 

nen  enMère  et  In  degré  S»  + 1  ;  anis  en  rainant  x^^t,  ^»  devienditas^jC^ 
et  par  suite  R  se  rédoira  à  aéro  pour  cette  valeur  de  j;.  De  ntéae  en  faiaaat 
«8Sf(«-f  ma),  on  nt  est  entier,  on  aurn  ^»  =  y,(«4.flia);  e'ent  i  dire,  en 

vertu  de  (83^  ifaevs  ç»,*.   Donc  1  —  -^*^=î  Q,  et  par  conaéquent  s=f{â-^miH} 

■en  une  mcine  de  Téquatton  iZ=  0^  quel  que  noit  le  nombre  entier  m,  Qr 
généralement  toaten  len  quantités 

2.-ÎÎ))  rf,,         -f  „),        +  £„),  .  .  .  «y    +  £»«) 

sont  différentes  entre  elles.    En  cflet  si  Ton  riv;i!t 

il  en  suivrait  en  vertu  de  (51) 

f  -f  m'a  =  (—  1)*+*  .  {t  -f  /,'ff)  4-  ytw  -f  /S-'oj, 

d'ob 
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De     Ml  sdlMlitttBt  la  vttew  de  ga»  <"*l*>*^  m  tire 


et 


é«pia(ion  contrarfictofre,  parccjjnc  nous  avons  supposé  que  l'un  des  deux  nom- 
bres m  et  fi  mit  premier  avec  2h-\-  ï,  H  m'  —  //'  est  toujours  moindre  que 
2it  -f- 1.  Maintenant  les  2»  -j-  1  quantités  (259)  étant  différentes  entre  elles, 
elles  sont  précisément  les  2n  -|-  1  racines  de  l'équation  A  =  0.   Donc  on  a 

2iO)    R^A(t—'-)(l  —  -^\..(i  —  --JL-\ 

OÙ  A  est  un  coefficient  coustaut,  qu'on  trouvera  en  attribuant  à  x  nue  valeur 
particulière;  p.  es.  en  faisant  ;r  =  0,  on  a  R-=  A\  or  l'équation  (258)  donne 
pour    =  0:  ^  =  1,  donc  A  —  U  ^t  par  conséquent  l'éijuaUon  (237)  a  lieu. 
Ba  MdtipUul  cette  éfutfoo  par  9«  et  ftisut  enteite  «  =  0^  Il  Tteeln: 

'      ^  '     *'    (l  +  #«*«9«a.**). . .  (l  +  e*e»9»«a.jr«)  ' 

et  #  eet  la  valear  le  ^  poar  «ssO.  Ea  lidsaBt  t a|wèa  avelr 

par  yt,  on  trouve  l'expression  suivante  de  cette  constante: 

442)   y  =  !  +  £/•«.  Fa +  2/2«.fï«  +  ...  +  J/ii«.J!W«. 
Ba  fiJaaM  daaa  (S30)  (w^-l-lK  m  tmnre 

Deae  ea  peat  écrire  r^spnesion  de  V'x  coaume  II  suit: 


MalstenBit  f^aaa  dans  rexpreaatoa  de  1  —  ^  aappccaat 

|ioar  âbi^r 

844)  e= (l+e«cV«.**)  (1+  «Vv***.**) . . .  (1 +e»irVw.*'X 


30 


m 

or,  en  faisant  dans  (250.) 


*  =  |.  +  (îi  — W— 


«tt  a 


donc  ea  Tertn  de  la  fimniile  {roj.  17.): 

.  *(y-«)=*(ï+«)» 

il  Tiendra: 

v(j+(2»^iif)«)=9(^+(i»'+l)«). 

Cette  é^piatloa  fait  voir  qa'oD  peat  écrire  l'exiireasloa  de  1  — 
il  mit; 

Ea  mettant  — x  au  Ueu  de  -^x,  on  aura  semblablemeat 
246)    l  +  Jt  • 

Doue  ai  l'on  fidt  , 
«47)  y=*.1'«,  «?i=— » 


où  A;  eat  indéterminé,  et 

r 


M9)      l~c,y  =  (l— 1 +f,y=(l 

r  " 


88Ô 

De  te  néne  naaièr^  en  iki«iiit 

1# 


250) 


et 


oa  trouvera  ces  Afnx  équations: 

2:>2)  1  :f«., /y =(1— lj:«,<y=il4.eix).^. 
Les  éqmtiOM  (249)  et  «ooneront: 

(i-*y)=(l-.cV).'iaî  (l+<3r*)=(l-h«'*V^' 

et  jper  consiMiucnl: 

K((i-^y)(i+ey))=±î^i?iK((i-rV)(i+*'**)> 

Maietemit  fespresilon  de  y  iImm  </y  =:  ^.  (£r,  oê  1*  «en  une  Anetimi  ea- 
tière  de    d«  degré  4n,  dene; 

  dg   _   .  r  

V[(l-<,»)(l+e;,»)]      ^  ' ✓[(l-c«-r*XI+«*'*)l' 

Or  je  dis  «pie  U  foecttoa  j^-— ,ae  réduira  à  une  <|uantité  eoastaate.  Eu  effet  oo  a 

en  differentiant,  et  mettant  pwr  4^  «a  Talenr        on  aura 

On  voit  de  là  que  P  est  divisible  par  t.  De  la  même  manière  on  prouvera 
qiu'  P  est  divisible  par  les  trois  fonctions  t^,  s,  .v,.  Donc  sî  deux  quelcon- 
ques des  quatre  fonctions  t,  f^,  s,       n'ont  point  de  facteur  commun,  /'  sera 

divisible  p;ir  leur  produit.     Or  cest  ce  quon  peut  voir  aisément  à  l  aide  des 

p 

expretisions  de  ces  fonctions.    Donc   est  une  lonctioa  entière  de  x.  Or 

P  est  du  degré  4n;  et  cti.tcune  des  fonctions     ty,  Sj     est  du  degn;  n.  Oooc 
I» 

il  est  prouvé^  «le  n —  ^  voe  quantité  constante,   fin  la  désignant  par  m, 
»"» 

30' 


I 


il  viendra 

o\i\     .  .''y  =4-a  -  ^   - 

J      v/[(l-r:y»)(l+ry)]      ^  V[(1-r»T»)(l+«'»T*)T 

Pour  déterminer  «  il  suffît  d'attribuer  à  x  uiie  valeur  particulière.  En  faisant 
p.  «M.  x=Oj  on  aura 

Or  en  différentiant  Texpreasioa  de  yx,  et  faisant  eaaulte  ar  =  ««  il  viendra 
y«  =  g,  donc 

Ob  peut  doiner  dTnitres  femcs  pha  «liiplMi  «n  e^niriom  le  e^f     f,  ir,  et 
qui  «ettroat  en  évidence  plnsienrs  propriétés  rewarqnables  ée  ces  qiantitéft. 
Pnr  h  fomnle  0MO)  <n  vott  «pie  le  eoeUcleBl  4e        iiM  h  foecdim 

«        -  ç..ç(..,):'.9(>.»n»)'  ^  «««^ 

_(-!)■  g 

ç,(    (ça.ç2a  . . .  çna)*' 

en  reaisrqunt  fee  Assst: 

En  faisant  dans  (236.),  (245.)  ;r=:^  après  avoir  divisé  par  Xj  on  obtieii* 
dra  deux  valeurs  de      ,  savoir 

en  les  égalant: 


et  par  consi'qiient: 

257)    <f ,  (* )  =  (tfc)*"  (y et .  ç2« . ,  (fna)*<pt .  y(f  -f  o) .  Ç){(-^2tt) . . .  ?>(*  -f  2«ft) 

Cette  éiptttiM  expriiie  «se  prapriélé  ranainpiable  de.b  fenoUen  qp.  Es  y  f»- 
saut  et«8=5^4  obdeaén 

I  ».  (y)  =iJ: = •"'-■^^  (ï)   (ï  +'')•■»  (y  + 

!  »«  (î')-^^'= <'^'*^  (!')•  »  (fH-)  •  •  •  ♦  (î* + 

e«  l'on  a  fait  pour  alwéger 

858)  dBtptt.fitt.<fSti.,,fmi, 


SS8) 
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En  remaninant 

f  (ï  +  («»-«f)«)=»'(y  +  + 

9      <+  (««  -  ««0«)=9'(|<+  (•»•  +  1)»). 

CD  fiysaat 

OD  tire  de  ces  cquationfi 

et  KMifBaiit  fK'M  a  (18) 

on  obUeudra  ^—=^^7lTJ.*» 
dou 

^(>^  )  =  :F  !— i— -^jl  L. 

De  nK^me  en  divisiint  oi)  obtiendra: 

(T';=(-l)-.-î  W.  -|-«)  •  ^/  (  :    f  2a)  ...  V       +  nu)]\ 

PréeMmaimt  non  mm  tnmvé  «iszft^ff,  et  |rs(— l)».(ecf»4%  donc 
264)  a  =  /*.d*.(— ly. 

Egalement  OMS  aVMS  y  s=  A. v'(j^),  donc  en  rcrtu  de  (245) 

86$)  V sas r~ll-f .«     (9«»-x«)(9«aa-J«)(9«»ec -.>«).. ■(»»«tt-*«) 

Dow  les  yûem  précédentes  de  e„  e,,  «  et  y  dosneroat: 
et  de  là 

Les  fstimles  (861)  dosnmit  les  vilesis  des  fsantités  et  exprinées 
«s  e  et  0  à  l'aide  de  U  fosction  9.  Or  os  pcvt  aassi  Iw  déterarfser  i  Faide 
d*an«  éfsatîsa  algfliilqBe.   Es  cflfet  ss  a 
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done  il  Mt  dair  qqe  les  valM»  de  i;^  et  pouirent  étie  exprteéee  e»  Awe- 
tiew  latioiiinlkB  et  eymétri^iM  des  ^oantitée  ^  ^ia, . . .  çmt.    Denc  si 

£n  4*  1  ^  ™  nombre  premier,  oo  peat,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vii  Ç.  V.,  dé- 
temiser     et     à  l'aide  d'une  équation  algébrique  du  (2n  -f-  2)"*  degré.  On 

peut  encore  démontrpr  ifue  la  même  chose  aura  lieu  dans  le  cas  où  â/i-f-l  est 
un  nombre  composé.  Alors  on  peut  inéme  déterminer  et  i'aide  d'une 
équation  d'un  degré  moindre  (jue  2// -j- 2. 

D  onc  on  aura  un  certain  uombre  de  transforiuations  correspondantes  pour 
chaque  valeur  de  Sji-^  i. 

46. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  e  et  c  soient  des  quantités  réel- 
les et  positives;  main  aynnf  »>xprimé  r,  et  en  e  et  r  par  des  équations  ali^é- 
briques,  tl  est  clair  que  ia  ionuule  (26C!)  aura  lieu  également  en  donnant  à  « 
et  c  des  valeurs  réelles  et  imaginaires  quelconques.  Dans  \v  cas  où  e',  r* 
sont  réelles,  on  peut  même  se  servir  des  expressions  (2I>1),  ('if»"»)  Al  iis  ;il(ii  s 
<B  et  a  ne  seront  pas  toujours  des  quautités  réelles.  Au  reste  1  une  des  qu:in- 
(ftde  et  à  canee  A»  FMélMBliiée  /*,  peut  être  prise  à  volenté;  seulement 
0  fini  excepter  les  Tslenis  sto>  et  llnlfBi. 

47. 

Si  l'on  suppose  c  et  e  réels  et  27i  -|-  1  premii'r,  les  valeurs  de  et 
seront  inagisaires,  excepté  deux  d'entre  elles,  dont  I  une  répond  à 

et  l'astre  à 

2tiot 

A,  Sonpososs  d*aberd 
Dans  ce  cas  on  aura  (261): 
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Soit  /i.2i»st(2«4-,l)e±«M*  oà,  i  tai  entîMr.et  a.  entier  poeitl^  et  noindre 

Sa  4-1 

fne  -s-,  ott  aura 

^-Kï  ±  svî +'")  =  (-  >^  »  (ï  ±  Î^Ti) 

Or  len  Boalres  a,,  a,,  a, ...  <  nrmrt  les  nénes  qne  les  edmila  1,  t, 8»...ii; 

mais  dans  an  ordre  différent;  donc  l'expreKëioQ  de  —  pourra  être  Diise  bous 
kl  forme. 

De  même  l'équation  (263)  donnera 

Soit  Biûtoûnt  c=l,  e^sl,  on  «n^  e«  poaant  db 1: 

•■-'^•['^.•TMièî  T)-  -'(^î  f)]*.  ■ 


S7S)  «= 


on  bien 

SI  l'on  niifOise  e  moindre  qtie  l'unité  on  égale  à  l'unité,  e^  sera  toujours  mo< 
indre  que  e,  et  lonque  2»  1  est  nn  très  grand  nombre,  ^  sera  extrène- 
nient  petit 

48. 

Le  signe  Ai  aecoad  nuanlire  de  réfttatioii  (S70)  d^end  de  la 
denv  de  ». 
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il  pourra  vitv  ju;^l:  aisément  comme  ii  Huit    On  a  par  ce  qui  précède 

V({i  -^*){i+*^!y'))= ±  K((i-*')(i4-e'*')> 

F.n  supposant  x  réel,  sera  (oiijoiirs  fini  et  positif,  df  même  que 
K(l  +  et  K(l  +  **^*).  t>onc  le  signe  du  second  membre  de  l'équatioi 
est  le  même  qae  celui  de  la  quautité 

it  M  a 


■■=1 


«.  =  <i  ^  •.. 


doac 


".=['  +  (^t)']-[»  +  (^)']. 

dooc,  en  remarfpiant  (pH>  «  est  réel  dans  le  pas  que  nous  considérons,  on  volt 
«pie  sçra  toujours  une  quantité  positivei  or  t,t,  est  réel,  donc  la  quantité 
V(^z^)  positive  égaiémeal^  et  par  cmsâqneiit  le  algm,  dont  il  s'agit, 
aen  le  mtee^  ^  eeM  de  la  qoaalité  tt^,  Il  a'eat  dUBdle  de  veir  qa'en 
mla  de  (S48)  et  en  mettaat  pevr  «  aa  vdeeri^,  on  aura 

quantité  qui  est  positive  dejpla  jr=0  jusqu'à  ar  =  y(-JL..  ii.),  Bégadvede- 

Gdi  y)  j"**!»'*  (2^-  t)  S'  *        Pl"S  grand  que 

l'anit^  tt,  ania  toujours  le  niéiue  signe,  savoir  { — 1)", 

Dene»  dam  ee  eaa  TégaatioB  (270)  donnera,  ea  intégrant  et  commentant 
rialégnle  par  «  =  1  : 

Si  Id  valear  de  x  est  moindre  que  l'unité,  un  aura 
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mire  les  HniteB 

— »(£^î)-='(«5t) 

et  ^ 

'^y^(T~,*KlHh^y')]^'*X/[(l--*»)  (!+«•*»)]  * 
entre  le»  liinites  J?=9(jJ5:|'  f  j      =  ^vfiîï*  T/* 
Si  p.  es.  on  Mppoae  »  renfoné  «aAre  lee  Uadte» 

on  aura,  eu  intégrant  et  commençant  l  inté^ale  par  a?  =  0, 

Cette  expression  de  o  est  trèe  coroode  peur  le  calceL  Sn  négligeant  loi 
^oentitée  de  Tordre  e*,  on  obtiendra 

m)  (-!)•.«  =  (£«+l).i. 

J2d»  substituant  vi  négligeant  toujours  «|  la  formule  (277)  donnera 

A.  Dans  le  cas  «= on  trouvera  de  la  mène  manière  la  fonanle 
snlvante  ^  ^  ^ 

oit 

1   

M_  -  —  r  rz   -»  <  « 


tit 
<-!)■ 


La  fonnule  précédente  a  lieu  poar  toutes  les  valeurs  de  x  aoiudres 
i|UË  l'unité. 

49. 

Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  louctionK  ellip- 
tique», il  faudrait  connaître  toute»  les  transformations  possibles;  or  je  suis 
pamm  i  démOBtrer,  qu'on  les  oblteat  toaies  en  conbiMit  ceUe  de  M.  Le- 
fendre-  arec  celles,  cooteones  dam  ta  fonunle  d-desaua»  mêmà  en  eàerckma  la 
réUaion  la  pbit  générale  entre  un  mnére  quelconque  de  foncHms  eU^tiqnet. 

Ce  théorème  dont  lii  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théwie 
des  rnnrtions  plliptiq(ie<(,  m'â  eoDdoil  à  OB  très  grand  nombre  de  belles  pro- 
priétés de  ces  fonctions. 

Sur  t'ùttégraihn  d$  téfHêHom  téparét 

dg  dx 

 — -O. 


tiO. 

On  peut  toujours  comme  on  sait  présenter  l'intégrale  complète  de  cette 
HMU  lue  fiwne  algébrique,  lorsque  la  quantité  cenniMite  «  est  an 
ntmbn  rtOhmiêiM  faelle  qne  soit  d*ailleiini  la  valear  réelle  «n  imaginaire  de  /t. 
Mais     «  l'est  |ms  nn  nombre  rationnel»  eda  n'a  pas  lies.  A  oet  égard  je 

sais  parvenu  aux  théorèmes  anivants: 

Théorème  I  Ko  si);<;ir>»:;int  17  rf-cl,  et  rétfitntinn  intégrable  algébriquement 
il  faut  inM'eKRaircment  que  «  soit  un  nombre  rationnel. 

Théorème  II.    En  supposant  a  itHagmaire,  et  l'equatiuii  iiitéi;rabl<;  nhjé- 

iriqttementj  il  fmt  aéeenalremeat  qm  m  soit  de  la  forme  m  ±  y — 1 .  K". 
oè  m  et  «  sost  des  nombres  rstionsels.  Daas  ee  cas  la  qnasdté  ^  n'est  pas 
ariritraire;  U  ftat  qu'elle  saliabsoe  i  une  éqaatioR  fit  a  me  infinité  de  ractaes 
rdellm  e«  teaginires.   Gbaqne  vaksr  de  ft  sattafaU  a  la  qnmikm. 
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Ia  Dénonstratioa  de  ces  théorèmes  fait  partie  d'une  théorie  très  étendue 

des  fonctions  elliptiqoes,  dont  je  m'orcnpe  actuellement,  et  qui  j»nraifra  anssitAt 
qu'il  mv  sera  pnssililo.  Je  me  borne  ici  à  considérer  un  cas  particulier,  qu'on 
peut  tirer  des  formules  du  paraf^ajdie  précédent. 

81  dans  la  formule  (270)  on  pose 
et  ijy»  à  la  plaee  de  y,  il  viendra 

e  est  déterminé  ]»ar  l'équation  (269')  qui  deviendra 

et  «  par 


['(sïî"¥)-*(5i+î'f)) 

Donc  on  eoaaatt  me  intégrale  parliatlliie  de  réqnatloa  (S88)  et  pai 
séqaent  en  en  pourra  trouver  llnt^ak»  complète. 

Bans  le  eas  qœ  nous  conaidéroM^  la  raleiir  de  «  eat  1);  ce 

qu'en  démottttera  aisément  comme  fl  siit: 

En  mettant  dans  réqnation  (989$  y  sss  1,  et  intégnnt  entre  les  limi- 
tes sén»  et  <p  (j^^^)  D  Tiendra 

T~y»  ✓[(!+«•)  a-«"*">j  "* 

ea  remarquant  que  les  Unrttos  de  z  seront  aéro  et         En  flrisaat  de*  mémo 

«asil/'— 1,  et  intégrant  entre  les  limites  aéro  et  on  tronrara  que  les  li- 
aiileB  de  y  seront  aéro  et  rm^  et  par  coaséqneat 

51* 
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Doue  «m  a 

cl  . 


n 


2       tH  +  l  t 


y— «.y» 


MB)  ^^V(Pi^iy 

Donc  l'équation  différent ielle  deviendra: 

SI. 

Pmt  dmuMr  «a  «unqrie,  «ontidému  le  cm  ott  «s  1  et  itsti. 
■il   Si  »=1,  en  ewe: 

y=K-i.«.*  ,  , 

«  est  détemtaé  per  r<fntioii: 
Qe-a 

donc 


Maintenant  on  treaven  en  coataet  ce»  éfwtkMi  et  nnettMt 

sa  valeur  |/"3;  '  . 
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K»=..,'(t). 

' 

jet  essV9  +  2- 

Ayant  tronvé     on  aara 

Donc  <m  anra  l'é^tii»  différentielle: 

fii  sera  satisfaite  par  l'intégrale  algébrique: 

Si  l'en  pose  xVit—VS)  an  Heu  de  »,  et  y  >^(£— Va).^— 1 
de  y,  on  eMendra  réqeatieB: 

qui  sera  satisfaite  par 

  y/S— 

Si  »=2,  on  anra  l'équation  différentielle  • 

■     «0)  i=^.»'(^)  »'(|^)!K»-*-»-a>»-(^)- 


216 


/(^*t)  ^tMî) riMitt) 


Et  mlttiiliaot  cet»  valeara  de  — - .  -  et  — 


eatre  elles,  et  remarquant  qu»;  / 


OB  r«i  a  fUt  po«r  abréger 


.1.  ^ 


et  de  U 


j  y/s 
I    ^  é»    •*   1     1— Pv/5 


* 


1— <?/."> 


1  —  (5+2K5)e(«  —  1)  =  à 
Lee  nolece  de  cette  éqmtoD  aoat 

La  denière  de  ces  racines 
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répond  ft  la  qitcttfaHi,  car  l'équatioii 

i=^.».(âMa) 

ftit  voir  que  e  doit  être  plus  grand  que  IWté.   Connalaaaat  e,  oa  trouve  la 

valeur  des  i|iiantités  tp        et  9         comme  il  auit 
^'ous  aVOBM 

ra)=i-»-.  /'©=«-f. 

donc 

(1 +^a«)  (l+^iS*)  =  «•  <1  -  «•)  (1  —  i^) 
or  nonn  avons  troavé  plaa  liaii^  aV*^^f  done: 

«• — 1 — o(«— 1)1^5 = ^«+1) 

Done  on  connatt  a*.^«  et  <^+|S»  et  par  suite  a»  et  A*  par  la  rétohUon  <W 
équation  du  seeoad  degré.  On  a  donc  annal  la  valeor  de  jf,  qui  aatiaftlt 
A  l'équation: 

^        .  v^[(l-S*)(»+(«+v'5+2v^C2+v'5))*-S')] 
✓£(!— *«)(l+(t+^4+2 ✓(2+  »^»))».4^*)J  * 

SI  ron  poae  <^an  ilende 4r»et£^  an  Uea  de     on  obtiendra  l'éqaation 
où 

  v/5— ✓(10+10v^5)..r«+x* 

Dana  les  deux  cas  que  nous  venons  de  oonaidérer,  U  n'était  pas  diflififle 
de  tionvcrla  valeur  de  la  qaintité    anla  h  valeur  de  it  étaat  plus  grande,  on 
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parviendra  à  des  éqiiatiODS  algébriques,  qui  peut  être  ne  «eroat  pas  ré»olubles 

algébriquement. 

NéaomoiDs  on  peut  dans  tous  les  cm  exprimer  la  valeur  de  e  par  deu 
■éries,  et  connue  leur  forme  est  très  remarquable,  je  vais  les  rapporter  ici 

En  faisant  daus  la  forniule  (2U6.)  a=l,  on  aura,  en  remarquant  que  c=l, 
»(ï)=7. 

■  n 
P=^*- 

En  faisant  de  mène  dans  la  formule  (204.);  a  =  ~^  on  aura  V^-^i} 

=si.;  «sAT'ssCM^+isin  |-=:j;  dODC 
•  2  1 

1—1.  *  i*—L—    -I  I 

ji'estoà-dire 

o  =    •  GiTÏ + + +  •  •  •)  » 

•il 

«il  n 

Mlialenit  dau  le  ca»  que  noua  ooiuridérow»  on  a 
et  far  eoasévieat 

Cette  fonanle  deaae  la  valear  de 

 -y»  rfr  

*      V»  (l+e«x*)]' 

BasoNe  oa  aura  la  valeur  de  e  per  la  fonaak»  (294)  qpi,  en  anfaalitaant  pe«r 


«  sa  valeur  A"  »  =^k*'<'^'>  «,  douoe  ^ 


Digitized  by  Google 


249 

3;r  I 


A  «8t  le  nombre  £,718£818 . . . 


Addîtton  an  mémoire  précédent. 

Ayant  terminé  le  mémoire  procèdent  sur  les  fonctions  elliptiques,  tme  uottj 
sur  les  mêmes  fonctions  par  il/r.  C.  G.  T.  Jacobin  insérée  dans  le  No.  123. 
année  1827.  du  recueil  de  Mr.  Schumacher ,  qui  a  pour  titre  "Aslrmiomische 
Sàekrickten/*  m'est  venu  sous  les  yeux.    3Ir.  Jacobi  donne  le  théorème  suivant  : 

Soit/;  un  iiuuilire  impair  et  0'  un  angle  tel  qu'on  ait,  en  désignant  l'intégrale 

r 

et  en  général      m  angle  tel,  qu'on  ait 

soU  déterminé  encore  Fangle  v<  par  Téquation 
on  aura: 

=  ^.F(A,  11»). 

11  faut  admettre  le  signe  siqiériear  al  p  est  de  la  fonne  4»+ 1,  et  le  signe 
infiSrienr»  si  p  est  de  la  forme  4it<^l.   ^  doit  être  prte  entre  et-^^^nr, 

«  eS 

si  0  tombe  entre  0'"'  et  O'^"'^*^.  Les  constantes  /i  et  A  se  déterminent  de  dif- 
férentes manières.    On  a  p.  ex. 

1 

Il  —  .  .  _  j 

A  =  SA^  (Bia  I— sin  0'  H  T  sin  0'^>± 

Ce  théorème  âégant  qoe  M.  t/iseo^  ' donne  sans  démonstration  est  contenu 
comme  cas  particulier  dans  la  formule  (227)  du  mémoire  précédent,  et  au 
fond  il  est  le  même  «|ue  celui  de  la  formule  (270). 

32 
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Nous  allons  démontrer  cela: 
En  ikisant  dans  l'intégrale 

ds 


Si  «as 90*,  M  a  donc 

-|  =  /'(A,90°). 
Donc  en  faisant  e  =  d^'*^  on  aura 

F(iliO(-))=  «.  ^  et  8in»<->«:9('5L.  «\ 
Celà  poflë^  fitfBOM  dans  (289'  et  270): 

11  Timdra: 

0(1  les  quantités  ^,  ^  V  sont  déterminés  par  les  éi{uation8 

A  =A^».(8inV.«in«* . . .  sm6(*^»>)», 

(«Bf  •in«*<r,..nii|(*«>    J  * 

S)    «la  sine  {fAnn"- (BÎn»ft»*-»ln'9)  . . .  (dii«$f**>—  ,in«6) 

(1— i^^siii  -  f^sin^S)  (1— *28in«6*'*in««) . . .  (1— i^tlaH^^'-^ibin)' 

Nous  supposons  k  moindre  que  l'onité,  car  dans  le  cas  cmtraire  «  sert  une 

quantité  imaginaire. 

Cela  posé,  considérons  les  équations  (249).  En  mai^nant  ^  r^se 
=  1,  on  en  tire 
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4     «(y+«)-'  ç(y-»-«)- 


c'est-à-dire  en  laisant  «  =  -^*^  et  ot  =  —  1: 

.  _^(«^        t)-'  ^)-. 
'(^•î)-'»(Si?ï)"  '<-')--*(s;Hî)-  • 

Maioteuant  on  a 

*  =  (— l)-.8iiiO,  et  y  -)  =  siaftt->, 

donc  en  stibstitoant: 

r  Vi+itoiP/™r  Vl+(— i)".tlal/* 


«t4e  là 

CflM  prédaéneDt  U  fMiMtle  de  Etr.  JaetH. 

DidB  la  roriniilo  (i),  «m  jfvA  toi^oan  Hppoan  le  aeemd  amilite  poaitif. 
Bo  «fe^  en  diiéreatiaB^  m 


Ed  mpfesaiit  0  toijonra  croluant,  le  seeoad  membre  sera  tovjouni  positif. 
Boue  OR  détexniMot  la  ydcor  -v»  de  surte  qoeUe  «oit  «ralMante  et  déeroli» 
•BBfe  wm  aéne  teapo  mee  1^  on  doit  pieadre  le  oigm  mpérieor.  On  a  doM 


l>e  U  rcrnifoe  qoe  ^  doit  être  croiasant  et  déoroiaiaiot  en  aAoM  tcmpoavee <^ 
«t  en  tyant  égard  k  la  formule  ^  on  tirera  aliènent  la  conaéqnenoe  foe 

doit  tomlwr  entre *et^ir,  «i  «  lonbe  entm  et 

.52* 


! 
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Qant  mx  quantité»  1  et  il  «rt  ériloU  ipfdiM  wt  aéeeMaiiamU  Um 
ihéne»  valeoMi  qae  odle*  da  Jfr.  JaeM.  Mais  les  expressions  qoe  fal  imi> 
nées  seront  plus  commodetu  ponr  l'appftrnfion,  et  font  voir  clairement  que  A  est 
extrêmement  petit,  si  n  est  un  peu  •^rnnti  Au  reste  OA  peut  MBS  ilifliwiltA 
démontrer  leur  identité  à  l'aide  de  la  formule 
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SebUien  tPm  problème  gétténd  ameênuoU  la  traafvnmHm  4e» 

fmetiem  e^pHquee» 


D  ans  le  Nr.  127  du  journal  d'astronomie  de  Mr.  Schumacher  (Asfronomîsphe 
.  Nacbrichtea)  Mr.  Jacobi  déoiuotrc  ou  tliéorème  très  élégant  relatif  à  la  trans- 
findnâoa  dn  fimetioin  elliptiqoei.  Ce  Aéwène  ett  ew  partieiA«r  iNn 
mtre  jpkn  géDèral  auquel  je  rais  parrem  depnit  longtemps  aans  eointltre  le 
ménoire  ie  Jfr.  Jaeeti»  On  «■  trouve  h  dénoutratioii  dans  le  nétMrfie 
précédent  I^Iais  on  peut  enriMger  cette  théorie  som  on  point  de  vue 
beaucoup  plus  général  en  se  proposant  rommc  un  problème  d'analyse  indé- 
terminée de  trouver  tuotes  les  trausfornialious  possibles  d'une  fonction  ellip- 
tique qui  peuvent  s'effectuer  d'une  certaine  mauière.  Je  suis  parvonn  à  répon- 
dre complètement  un  grand  nombre  de  problèmes  de  cette  espèce.  Parnù  eux 
cet  le  eoiVaot,  qui  ett  d'âne  grande  hiperiance  dans  la  diéorie  des  fonetiens 
eUiptiqpies: 

'*TmiittTer  tons  les  eas  pénibles  dans  lesquls  os  pesma  tatisfairo  à  rdipa- 
«tioik  diiénstieDe: 

'ê\     ™s-J-«   

✓[(l-c;y^)(l-«;jr«)]       =C«-  /[(i_e«,«)(|_««,»)] 

*V»  mettant  pour  y  nne  fiwction  algébrlfne  de  x,  ratiennelle  os  iRatiomeUe.*' 
Ce  problèBe  vu  la  généralité  de  la  fonction  y  parait  an  pinnier  coup  d'oeil 
bien  difEcil,  mais  on  peut  le  ramener  an  cas  où  l'on  suppose  y  rationnelle.  En 

effet  on  peut  démon'rtT  ipio  s!  ré(|iiation  (I)  a  lieu  pour  UDf  valeur  Irrattonnolle  il»' 
jfy  on  eu  pourra  toujoias  dctiuire  une  autre  de  la  mémo  forme  dans  laquelle  ;y  est 
ratioaaeUe  en  changeant  convenablement  le  cocnicteut  a,  les  quantités  r,,  r,,  e 
testant  les  mêmes.  La  méthode  qui  s'olTro  d'ahoid  pour  résoudre  le  problème 
«hms  le  cas  oby  est  nttonnelle  est  celle  des  coeflieiens  hidétenidAés;  or  es  se» 
lait  bienidt  &tigaé  A  casse  de  rextrèsie  complication  des  équatioss  à  saMire. 
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Je  crois  donc  i[u«  le  procédé  suivant,  qni  condaif  de  la  manière  la  plus  simpks 
à  une  solatioQ  complète,  doit  peut-être  mériter  l'aticntioD  dc^  géomètres.  ~ 
Eo  faisant: 

b  quantité  »  flert  une  certaine  fonction  de  0;  nous  la  désigneron»  par  JIA.  De 
mène  nom  déslgnaroiiapar  ^et  ^  k»  valeazs  de  0  qiii  répondent  req^ecOie» 

ment  à  x  —  —  et  â  ar=— ;  et  par  A(ô)  la  fonction  c"a:*)(l — e**")). 

Cela  posé  on  ponrra  démontrir  Içs  théorf'mes  sniATints: 

Théorème  I.  En  désâgiiant  par  0  et  0'  deux  «inantitéa  qoelconfoes  on 
«nra  toajonrs 

(Voy.  Bseroiees  de  calcol  int.  T.L  pi^23) 

JViierime  D.   On  Mtislitt  de  la  manière  la  plis  générale  à  réqmtfon 


oà  M  et  tn'  sont  des  nomlires  entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs.  On 


4)  l)-+-.0-f  «•+iii?»')as!a». 

Ce  théorèaie  a  lieu  généralement  quelles  qne  soient  lea  quantités  e  et  cr» 
réeUen  on  Imaglnalrea.  le  Tai  démontré  pour  le  cas  oli  ^  est  négatif  et^ 
positif  dans  le  mémoire  précédent  (roy.  p.  154).  Les  ipuntitéB  ai^  sont 
tonjonm  dans  vn  rapport  imaginaire.  Elles  jouent  d'ailleurs  le  mèsM  T61e  dans 
la  théorie  des  foneâoas  elllptiiiites  que  le  nombre  n  dans  celle  des  fonctions 
eirenlaires.  — 

A  l*alde  de  ces  deux  tbéorèmes  nom  aUom  TOir  comment  on  pourra  dé- 
tendner  fiMOcment  reipreasion  générale  de  y,  et  les  valeurs  qaï  lésultennt 
ponr    et  ^. 

Soit 

5)  y  =  ^{x) 

la  fonction  rationnelle  cherchée.  —  Si  l'on  considère  se  comme  fonction  de 
sa  valeur  sera  déterminée  par  l'équation  (5)^  qui  aura  on  certain  nondire  de 
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rMines.   Or  il  extite  «stre  cm  rtdiM  des  tétÉâoBM  qA  nmn  condoiroit  à 

Pexprcssion  de  ri:(x). 

Si  lY'ijuàtiou  (.">)  paî5sc  le  premier  «leirré  par  rapport  h  .r,  désij^uons  par 
x^,  intr  autre  racine  et  pur  6,  la  Valeur  correftjjiondante  de  6  ea  sorte  «pe 

En  vertn  de  (2)  l'é^paatioB  (1)  deviendra  en  désignant  le  radical  dn  premier 
membre  par  YB 

Bb  chaageaat  «  en     od  ce  qui  rerient  m  mène  •  en  9„  In  valenr  deyreete 

In  mêmt  et  par  oonaéqnent       rente  In  mine  en  se  eltange  en  %■ .  On 

«nm  done 

±-^=±«^. 

et  par  soite:  d^^=J^df),  d'où  l'on  tire  en  intégrant  ôj=a^O,  a  étant  nne 
«pantité  indépeudaule  de  6.  On  aura  par  conséquent  .r,=i(a^O).  II  sulTit 
de  prendre  0  avec  le  signe  -|-  ou  «'^  d'aprè.<i  la  formule  (4)  ea  y  faiâant 
m=l,  ni/=Qt  A8=A(«  —  0)  et  par  conséquent  A  (a — ô)=A(o> — «-|~^)> 
«<— a  ent  nne  nouTelle  eonntante.  On  pourm  donc  fidre  x^=).{^-\-n).  On 
n  ainsi  étaUi  ce  théorème. 

^    Tft^eréme  HL   Si  nne  radne  de  réqnation  ysV'C')  ^  représentée  pnr 
nne  antre  racine  qnelconqne  sera  de  la  forme  ^IH~»)     «  cet  nne  ipan- 
"tité  eenslame.'* 

Si  l'on  ponvait  parvenir  à  tronver  tontes  les  valenm  de  s,  ilen-  ne  aérait 
pion  fiMSlIe  fne  de  détominM' easoite  celle  de  jf.  Or  <fest  cein  qne  nonn  alloan 
faire  à  l  aide  du  Théorème  D.  Les  quantités  19  et  !(«+«)  étut  des  radne» 
on  aura  à  la  fois: 

y  =  V;(/,0)=  «  + 
rf|iinfion  qui  doit  avoir  Heti  pour  une  valeur  queleoniftie  de  9.    Oa  ea  tire  ea 
uieiUuit  au  lieu  de  ô  successivement  0-f-«>  0-|-2«,..  i*-r 

V(AO)=v(A(OH-a))= 4-  2«))  = . . .  =  t^(A(0-|-Aa)) 
donc  on  aura 

k  désignant  nn  nombre  entier  quelconque.   Oa  voit  par  lA  que  non  seulement 
nais  tonte  quantité  de  In  forme  Mn  nne  racine  de  l'éqnn- 
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tion  ^=\p{x).  Or  k  pouvant  avoir  une  infinité  de  valeurs  (Jiiférentes  il  faut 
nécessairement  que  plusieurs  des  quantités  A(0-f-^"f«)  soient  égales  pour  des 
valeur  difiërentes  de  k,  car  l'équation  y n'u  qu'un  nonibre  iiiinté  de  racines. 

Soit  donc  ).{^-\-ku)=zk(fi-\-k'a)  oit  nous  supposons  à  plus  gruud  que  A*. 
En  mettant  ^—ka  nn  lien  de  0  il  TÛndn:  — A«)a)=A»  oa  bien  en 

faisant  k — ifssii: 

Cette  équation  détenaine  la  valenr  de  a,  ear  en  vertu  dn  Tliéorènie  D  oa  en  tire: 

ce  qui  donne  en  remanpnuit  9  est  variable;  (-«>1)*H*'— i^j|«s:sjn»44M'«'ï 
»4-fli'  doit  donc  être  nn  nombre  pair,  et  aUm  on  ann: 

7)  a  =  »  H  

_  _» 

—-et  —pouvant  désigner  des  quantités  rationnelles  quelconques;  on  voit  donc 

que  pour  que  la  quantité  >i(0-{-'<)  puisse  être  racine  de  l'équation  ^  =  en 
même  temps  que  /.O  il  faut  que  la  constante  a  ait  la  tortue 

8)  -j- /i'oj' 

où  ft  et  fjif  sont  des  «pmntités  ratienueUes  positives  on  négatives.  La  quantité 
«  ayant  nne  telle  valeur,  l'expression  /(O-j-A:»)  n'aura  qu'un  nombre  limité  de 
valeurs  différentn»  car  ayant  Jl{9-|-iaa)=£^«  on  «nm  de  même  ;i(«-|-(i»+l)tt) 
tt? ^(l+a);  it(»+(»+«)tt) «s  A(eH-««)  etc.  • 
Cela  posé  si  le  degré  de  Téquation  y^ip(x)  surpasse  le  nombre  des  va- 
leors  inégales  de  A(0-f-A«)  soit  ^(04*^1)  une  nouveUo  racfaie  dUTéreM  des  ra- 
cines ;.(9-|-Aa);  on  doit  avoir  de  la  mdsie  manière:  = -f- /•  i*"*  iK^*) 
=  v  (^(0-f  En  mettant  i-^-k»  an  lieu  de  6  il  viendra  en  remarquant 

que  V  (^(6 + =  W^)  =  y 

donc  A(0  +  A-f<-|- A*,a,)  sera  une  racine  quels  «jne  soient  les  nombres  entières  k 
et  k^.  Si  maintenant  le  degré  de  l'équation  y  —  \^  {x)  surpasse  le  numitre  des 
valeurs  inégales  de  l'expression  +  +  «oit  P.(0+«,)une  nouvelle  ra- 
cine on  doit  avoir  =  4- /l'^u'  et  v'(^0)  =  v(^(9-{-^s«8))  d'où  Ton  tire  en 
mettant  ^       ^  ^ 

y=V(i{l+*«+*.««i+VJ) 
et  par  conséquent  tontes  les  quantités  contenues  dans  l'ezpresskn 

4^1*1+^^1)  Mront  des  racines»  quels  que  soient  les  nombres  enUers  k,  kg,  k^ 


9 
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En  continuant  ce  raisonnement  jusqii  :i  ( c  qu  on  ait  épuisé  toutes  les  racines  de 
réqoation  y=:^(x),  on  aura  donc  le  théorème  saivant: 

Théorème  IV.  Tontes  les  racines  dfî  l'équation  y=s.y^(x)  pourront  être 
représeuteus  par  les  vuleors  inégales  de  l'cxprcsisiou  : 


dosnaat  à  ifr^,  Ar,» . . .    Uiirtes  les  valeim  «Bliàrea»  et  les  fuuititte  «, 


o, 


. . .  «r  ^tant  de  h  finne 

-f>  /t'a* 

«ù  ^  et  I»'  aeat  dM  qnintttée  raUenaelles. 

Géla  peeé  derignone  ces  Talevra,  de  rexpresslea  Jl0+^iai+Ak<%  +  - 

par  1(1),  a(IH-«i),...A(l+«^,)  et  fidsons  y 

et  ff  étmt  des  fonetimn  entières  de  X  sans  dlvlscnr  cemuin.  on  son  doMs 

jl  — y^==J.(a:— ;.(0  +  aJ)(x— A(9-faJ)  •  • .  + 

éfutiee  ftti  à  liée  pour  une  nleer  qoelcoeqne  de      A  est  le  coelleieiit  de 
dtu  p — fg,  il  est  deee  de  le  fonse  f — gjf  mfetg  eoat  des  owistaiKea. 
On  «me  par  eoDSéqnent: 

De  là  ou  déduira  une  eipressioo  de  y  en  0  en  attribuant  à  x  une  valeur 
particulière^  ou  bien  en  comparant  les  coefliciens  d'une  même  puissance  de  x 
dans  les  deux  m»^nihrfs.  TTnc  telle  expression  de  y  contiendra  trois  quantités 
constantes  incoaane.s,  t  t  le  proWt  mp  se  réduit  niainteuant  k  tronver  tons  les 
cas  dans  lesquels  ces  trois  quantitt-^  ]K>iuioDt  être  déterminées  de  la  sorte  que 
l'équation  proposée  soit  satisfaite.  Or  nous  allons  voir  tout-ù-l'lieure  que  cela 
sera  toujours  possible  quelles  que  soient  les  quantités  a^,  «i,  •  •  •  ««r;  en  déter> 
adaaat  «mveaalileaieBt  deux  dea  fnantitéa  a,  e^,  c^,  Mids  avant  de  eenaidérei: 
le  CM  générai  neoa  allons  eenunencer  par  ceUd  oii  p  et  q  sont  dn  pieadnr 
degr^  ear  va  tliéorème  gai  ea  léanlle  nena  sera  utile  peur  parvenir  i  la  aola- 
tien  du  preblèDe  génécaL 

Seit  dene 

«==^ 

en  en  tire: 

s=  "^1,  "^A  dx.   Par  là  l'équation  (i>  deviendra,  en  subëtituant: 

35 
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v[(i-c«x«)(i-.M)r 

L*OM  trouve  alséneiit  qne  eette  fonmile  ao  peut  itre  satiifaite  qne  de  Toiie  ées 
lUuiièreB  solvaiilef  : 

10)         c.-=5,  ^•=f:, 

Ob  feit  pteadre  las  fntntités       V^«^      aree  quel  signe  qif on  Toudra. 

Cels  posé  reprenons  réqnstion  (9).  En  désignant  par  f  et  ^  les  coef- 
Sdens  de  sf^  dsns  j»  et  f  on  «nm: 

d^oà  Ton  tire  en  fsteaat  poor  abréger 

15)  ^«=Ai+a($-j-«^-j-A(e+«j4.,..+a(«-l-«^,)^ 

éqmtisa  ^i  poom  siurvlr  à  délenniner  U  fonetisn  y  exepté  dans  le  cas  ob  f# 
se  rédnit  i  me  ipantité  constante. 

Selon  niypolliëse  y  doit  être  ne  fonction  rationnelle  de  se,  donc  la  fono> 
tikn  99  le  doit  être  de  attee.  11  ftnt  donc  d'abord  exaaiiaer  daas  quels  cas 
eids  pomra  arote  lien. 

Scrft  M^H-'^      qaeleonqne  des  quantités  ^  ^ 

oe  qol  préoMe  ^e  il(0-|-i(a)  sera  de  anéaie  égale  à  Tnae  dTentre  dlea.  Or 
soit  1(04')**)=^  oe  qai  a  tonjonrs  lieu  ea  détenninaat  eoaveaableaieat  le 
aoaibre  eatier  n,  on  aara  ca  mettant  0»»  an  lien  do  t:  ii(«-f>(«— '1)0) 

—  A(0 — o)  donc  À(9— a)  sera  enrnrc  contenue  panni  les  quantités  dont  il 
s'agit.  De  là  suit  que  si  A(0 — «,)  est  (litTcn  ntc  de  /.(0-f-«i)>  la  quantité  >l(0 — a,) 
sera  ég^ale  à  l'une  des  qaanlit»'s  /^O-f-"»)»  a,), .  . .    Cherehons  donc  d'a- 

bord les  valeurs  d»'  a  qui  donneront  /(ô  —  a)ïssA(ft-|-a)}  c'est*à-dire  i($-|-2a) 
=À0.    Or  selon  l'équation  (7)  on  en  tire 
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oà  m-|-m'  est  on  nonbre  pair.  £m  donnant  à  m  et  m'  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  aero  telles  que  m-^mf  soU  pair,  ?.{ft-{-a)  prendra  les  valem 

X(n  -\~  M  -\-  w'),  etc. 

mais,  d  aprt'^i  le  théorème  il,  ii  est  clair  que  les  seules  de  ces  valeoni  ^  soi- 
ent différentes  entre  elle»  sont  ceiles-ci 

dose  ]misi|oo  3i{9-\-k)  doit  dm  difféfent  de  M;  3ii6-\-tt)  ne  pown  «voir  i|iie 
Fnw  de  ees  tralB  vatenrs 

»(«+ ^+^).»(«+ ?^+|:). 

En  exceptant       quantités^  il  répond  donc  tonjonrs  à  2(d-(-ci)  ne  mira 
a).   Be  là  il  suit  qn^on  poorra  écrire  rexpression  de  ^  eonune  il  sait: 

on  Ar,  Ai*,  kf  sont  égaux  i  zéro  ou  a  i  unit«'>. 

Pour  avoir  maintenant  l'expression  ik  if-O  en  x  il  faut  recourir  à  la  for- 
nnle  (3)»  £n  y  faisant  d'abord  ^  =  ^  on  aura  ild'  =i-  donc  A(0')=O  <»t  P^f 

s  9 


or  ll'x^a— c*«*))  donc: 

De  la  même  manière  on  aura  en  faisant  0'  —  — 

Ln  1^'*  fonnnle  donne 
M) 

donc  en  mettant  0+  ~  an  lieii  de  tf, 

17)  M^+o»)  =  —  A«  =  — 


35 
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£n  amltipliaiit  A    —      pw       +  y)  on 

«)  <'-^)<'+^>-i 

il  ou  1  on  Ure  en  mettant  ^     ^  et  0  -\-^  ou  lieu  de  0: 

i«   K"+î+î)— =-tr  =-=4- 

La  formule  (5)  donne  encore  eu  faisant  ti'=.u 

Par  là  OK  voit  donc  fue  TexpieniiHi  ie  ^9  mi»  timjmn  mut  fraedoD 
nâflanelle  4e  »  Bavoir 

ra-  MBployiat  pour  abréger  le  Bigoe  de  aoamiatleB  2. 

Cela  poBé  il  fint  ooaddérer  plaaievra  cae  sekm  le»  valeen  difft^tee 
de    A*,  A*. 

Si  lee  tnia  ^aalitda     A*,  If,  aoat  égelea  à  aAw  rexfnaeiea  de  9«  de- 


28)  f6==M+^e+a;^ïi9-^;H-m^'^9-^^ 

83)  + 

Donc  la  première  condition  que  y  soit  rationnelle  ea  «  est  remplie.  Il  faut 
maintenant  Rubstittior  soa  expiesaioB  dans  l'équatioB  proposée  et  voir  ai  elle 
pourra  être  satisfaite. 

On  tire  d'abord  de  l'équation  (14) 

Cela  posé  désignons  par     ô'f  t,6'  les  valeurs  de  6  qui  n  pondt mt  n  «pec- 

1111 
Uveneat  é  y  =  -i — >   >  y=H — »  3'=  ^"'^ 

*1  *»  *!  *! 
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S6) 


£q  vertu  de  ces  équatioas  les  valeurs  de  1 — c^/,  1 — e,y,  i-\-e,if 

MUmÊtmà  «■  ftisut  pour  abréger 

«5)  ^+^.<jpO  =  r. 

£a  substituant  dais  1  —  ^  i'expreaaioB  de  yft  es  om  obtiendra  un  rémkat 
de  la  Come; 

ç»      (1 — e«c«X  «a ,  X»  )  (  1  —  e«c»X«a  jx-^) . . .  (  1  —  «♦<J«X«a.**) 

Eh  faisant  0  =  <J  le  second  memhre  s'évanouira,  mais  il  est  rlair  par  ce 
qui  précède  que  ç(0)  ne  chauge  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  0  une 
quelconque  des  quantités  9^a^,  0:i:(ir, . .  .0±a»>  Donc  le  nomératear  dn  se» 
oead  memlNre  doit  t'évanoiir  tontes  hm  fois  oà  «  n  uw  des  Talems  iê,  A(d^a 
l(d^c^,...it(^±a^  Donc  puisque  le  nonibie  de  ces  vaiems  en  général 
tontes  différeirten  entre  elles  est  £«4*1  ^  s^ensnlt  qne 

donc  en  snbstifnant  et  fUsant  pour  sbf^er, 

*~ F ' a.))  ■  •  ( ^ ~ >:(ôi^«:))(^~x(&-a.)) ' 

formule  qui  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  à  et  0. 

A  l'aide  de  cette  formule  il  sera  facile  de  trenvcr  les  cas  dans  lesquels 
on  pcun  satisfiiire  à  Péqostlon  proposée.  On  peut  é^re  cette  équation  conaïc 
il  suit: 
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ce  qnl  mom  fait  voir  que  INne  des  qaatre  fonctiOBS  1  +  ^^,  l±«iy  doit  s*èri- 
uoiiir  en  attribuant  à  x  nne  des  quatre  valeur»  :i:  i^'^st^'^iro  ^  ^  vne 

des  valeurs  ±  y»  i  Y* 

SupjiosoiM»  d'alwrd  1 — c,ysO  pour  4= l+^iV— ^  poiir4»~ 

1 — e^y=Opourô=^,  i-j-«îj^=:0  pour  0=  y,  on  pourra  prendre  ^=^, 

a^ss—       c  =  En  snbstitiUBt  ees  valeon  daaft  les  éipa- 

tions  (2i)  et  remarquant  que  tf  ^ —  — ^  =  —  '9'^»  ç( —  ~  —  9  C^}' 
on  en  tire: 

On  satisfait  à  ces  éqoatiODS  en  prenant: 

oà     est  arbitraire. 

Xia  valeur  de  g  deviendra  donc: 

31)  y^T-ye 

et  emmile: 

9T  ♦■5- 
Gela  posé  ftisons  dans  la  focnule  (28)  d^s^  y,±  ^  on  obtiesiba: 

or  X  Y=  7*  ^  d'aprfts  la  formole  (16)  or  anra  H  »^  =  A  (|  —  «)  donc 
On  anra  des  expressioiis  aaslogoes  poor  1 4"^*  1  faisait 
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En  faisiuit  doiw  pour  ibréger 


54) 


m  tronr»*; 

5SÎ)  i-ir,y =(1 ^.  i-~e.y =(i-é«*-^il, 

et  de  là 

36)  -  V)  (1       V))  =  ±  -  ^•^•)  (1  -  e^x*)). 

Maintemiit  les  deux  équations  (35)  noat  montrent  qne  fi*  ^  est  une  fonction 
entière  de    qui  est  dhriR3»le  par  le«  deux  feoeliotts  entières  t  et    donc  pni 


^e  ces  fonctions  nW  point  de  diviseur  comnran  fl  en  résvhe  qne  f  '  sert 

divisible  par  leur  produit,  mais  le  degré  de  la  tuuction      ^  est  précisément 

le  [Ui'tmc  que  celai  de  la  fonction  tf  savoir  An.    Donc  rexprcssion  se 
réduit  à  nnc  constante.    £n  lu  déniguant  par  a  on  aura  donc 

37)  dif=:a.~.dxt 
et  par  suite  l'équation  (36)  donnern 

e*est<è-dire  Téquation  proposée. 

Pour  déteraiiner  le  ooeflldent  «  faisons  dans  (37)  x  infini,  on  obtiendra  - 
d'après  les  Tslevra  des  fonctions  ç,  t,  P 

è-,  «   ^ 

mais  d'après  (18)  ou  a:        (^y  —  ")"^'("^  ")^c'J^* 

donc 

r/x  "~  x*a, . X«s, . ..X*<u  (•»«•)■• 
or  en  différentiant  l'équation 
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40)  ,  =  -J..,9=|(,+  2..2-j_^_j-) 

H  fidMnl  enniHe  ^  «i  «m  .^sp  Eb  ^daai  cette  niev  à  la 
fvécMeHte  <ni  en  thv: 

41)  « = 1 . A«»,  as  *  *  • 

Qb  poem  dasMr  à  reiprawioa  iey  im  «ntce  fenBe|ilHiii«|le  A  faeK 
«M»  ^ardi.  £■  amUiplieit  le»  deux  Bentee»  le  PA^ttiMi  (98)  pw  f  J  et 
fidaut  ennil  ^=0  il  viendra 

eà  est  me  fuirtlté  eonstante.  Em  attribant  A  «  1»  valev  ^  apite  «nrir 
dMai  par  X  os  trawen: 

48)  A  =  (eV)-.lS.aS . . .  AS= «fe 

L'eipieaBlett  de  y  devieadra  donc: 

-('-i[gr)('-î^)-('-î^'.) 

11  y  a  encore  une  autre  manière  d'exprimer  y  qui  est  très  simple.  .  En 
faisant  dans  (28)  x  =  ^  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  x  on  trouvera 
Ud  =  (tfV*)- .  )*a  ^ .  ?  «or, . . .  À'a» .  Ad.  A(a ,  +    .  À(a ,  —  d) . . .       +  <)) .  ?.(o.— d) 
^  l  ==irf4.A(d+aJ  +  i(d_a,)-f  ...4-A(d-|-a.)+A(d— 

fonmile  qui  a  lieii  poor  une  valciir  qnelcenqiie  de  d. 

Ee  aMttaot  donc  0  au  lieu  de  â  et  multipliant  par  ~  on  aura  y  expriiaé 

crauae  il  suit: 

SK)  .1/ =  1  (er)*-.6.Afl.A{B,4-Ô).À(a,— «)...A(«.-|-tf).A(a,— 6) 
où  ToB  a  lait  pour  abréger  : 

£d  faisan^  0  =  ^^  6ss-^-^  les  valears  oonrespMdantes  deyseroBt 
—  et-^  doBC: 


47) 


fi=l  [<ï-«.)  <ï-«.)-  Kl-)]' 

ii=i^.c-.[»(^-.K^-^)..xMr- 
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Si  donc  les  quanlitéH  ,  a,  y  ont  les  valcnrs  f'xprini<'ps  par  les  équa- 
tions (45,  47),  réquatiou  (1)  sera  satisraite  en  deterunarmt  convenablement 
le  si^DC  du  second  membre.  H  fant  remar(pif>r  que  ce;  signe  n'est  pas  le  même 
pour  toutes  les  valenrs  de  x\  mais  il  sera  tuujiiurs  1p  nu^me  ponr  des  valeurs 
X  entre  certaines  limites.  On  doit  prendre  le  signe  -j-  si  or  est  très  petit; 
«t  dm  on  Mt  eomerrar  h  wàÊB»  ligne  jusqu'à  me  eertetae  Hnlte.  Dan 
Un»  Im  €■§  le  signe  qu'il  fiiut  prendre  w  détendue  par  Féquation  (56). 

Le  ihtorèate  de  Jff.  JûeaH  eet  eonteni  conme  cm  pertfcnBer 


qui  précède.  En  effet  on  l'obtiendra  eu  faisant  ^i^^^>  c-s^U  =  1. 
Alors  on  trouvera  «-=       ,  a.  =  ,...«,= 

•      Jln  +  l      •      2»  +  l*  în  +  1 

«>r  h(râîr)-^(i^-ï)-^(sn-ï)) 

n  but  praidre  le  «igné  supérieur  ui  ;v  eet  eompris  entre  les  limites +A^^^.y^ 

et  -{-  A  (^^^  •  ^)  et  le  signe  inférieur  si  x  est  compris  entre  len  Umiteii 

En  fUsnnt  dans  netre  formule  générale  v,  —  "^J^TÎ"'     m-|-M*  est  un 

nombre  pair  et  oà  les  trois  nombres  m,  m',  Sn-\-l  ne  sont  divisibles  par  le 
mi^ie  facteur  on  aura  une  formule  plus  générale  que  celle  de  3lr  Jacoùi  sa- 
voir celle  qa(!  j'ai  dcmontré  dans  les  '^Recherches  sur  les  fonctions  elliiitiques." 

On  aara  dans  ce  cas  en  (aisant  **  — «i  =  «»  «»  =  £«»  «,=  d«,... 

...«•ssWE,  ce  qni  snfft  pour  déterminer  les  quantités  c^,  «j,  0  et  y. 

3é 
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Dmb  ee  fitf  fiéeMe  mos  inr«M  dteontré        «m  n» 

9=^1^, />=y=a  Ob  peol  aiiéiMnC  traamr  toos  let  nilm 
BiblM  i  raide      fiwiules  (10,  11,  12).  Soit 

et  débii^nonH  par  r^,  e^,  les  valeurs  correHpundaotes  de  c^  et      ou  doit  avoir 

d^ 


■■to  «■  fiûttnt  y  =  -i  ^0  le  Mcodl  ne«bre  sen  d'ipte  «e  qni  précède  Cg»l 

à  4-     .  —fjj  s-^r-r.  r-ï«>  »'*>'**^  û'»  avoir 

ei\   4[i  —  J-  â  

ek 

Selon  les  éqwttons  (10^  II,  IS)  o«  nddàU  4e  h  nMlère  la  phie  g<eénie  i 
ces  égiiations  es  prenant 

it.  af._±  ^.y,      — ej_-_. 

Ces  trois  fofSNlee  en  y  fUisst  ysaJp.^  eonOnlroBt' éooe  leolM 

les  moiètfes  possibles  de  sstis^  &  l'équation  (SO). 

On  pool  sons  nuire  i  la  gésérallté  biroAs  1.  Le  I*"  de  cm  fonsoles 

ost  h  Biéne  que  cette  ipil'  résolte  de  yss^^^e.   La  seconde  oe  résdto  ce 

mettant  — •  —  aa  lleo  de  y.    Les  modulos  rpstent  par  ecttc  substitution  le» 


La  troisième  est  en  ;j;efi<  i     ditii  rente  des  deux  premières. 
^eusièm»  cat.    Si  k  —  0  el  l'un''  dm  quantité*  k' ,  k»  égale  ù  l  nnité. 

Si,  k  étant  égal  k  zéro,  l'une  des  qa^ntités  /s'y  k"  est  égale  a  l'oaité  il  fiiot 
ent  ^  raotre  soll  égale  à  séro.  Ea  efet  si  Ton  afaik  k^^U 

les  ladMo  i  (fl  +  iili^:),  k{o  +  ^-J-  ^)  donneraient  celle-ci 
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supposé.   DérigDWi  donc  par  ^  l'ane  des  quatités 


l'cxpreggloB  de  tpb  deviendra 


2 

et  ejqirinée  en  x. 

54)  =  i+to.a  

M  oe»  i«Hi  le  fiarier  eu  1— c^=0  pow  »»1  oa  am: 


4e  la  Mtae  aaelèn  ^*ett  a  MwMbé 
h  Amnle  (28)  od  étabUn  la  rairaote; 

•  0~>(*î5r))(^~î;5=i:o)' 

01  l'oo  a  fait  pour  abrép^pr; 

S7)    p  =  £ ,.rx .  (  1  —  (î  —  i^c*>.'«^) . . .  (i  — e*c*A»a,a*). 

Eb  faisant  d=z^~  oti  aura  les  valeurs  de  14--^etl  — Siqni  amltiflléos 
entra  elles  douemal  eelle  de  1  —  !       .   Celle  vnknr  aobatitaée  dan»  Fez- 


pceanUm  de  1  — e\y^  (5£»)  donnera: 


et  par  conséqBent  si  l'nn  fnit 


268 

Cette  valew  inte  dans  réqnation  (29)  dmue 

On  voit  donc  que  «^y)  doit  être  oae  IbadiAB  ntknulle  4e  x. 

11  n'est  pas  dlftcUe  de  démontrer  qo'on  satisfera  i  eette  eondlte  fwwnnHWwT 
fw  1— 0,V  i^^oaft  pontr         A  (-^^~^)  et  ett  Mm  don: 

Lee  é^atioB  (M)  dennenmt  dans  en  cas: 

ann|iieOM  on  eatiafen  en  prenant  jfaas^ s o 

De  làrdmhe; 

62)  r.  =  M(^);-.  =  *.K^) 

y=«T;5r       «  — "F- 
Conoaissanl  aini^i  une  solution  de  l'équation  propenée  on  aura  tentai  Im  anino 
posaiblee  à  laide  dea  formnles  (i%  (11),  (12).    Le  cas  le  plus  sfanpie  est 
ratai  eft  jisBsO.  Alovs  on  awa  en  ftiftant  4r,=«si,  «s -t- : 

Dans  ce  cas  rexpresKion  (f.S)  de  <p9  deviendra. 
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Or  cette  funtité  se  rédoit  à  léro  pmar  nne  valeur  quelconque  de  0  dont  oft 
pourra  se  convaincre  aisément  en  remarquant  foe  99  doit  rester  le  némi  M 
changeant  ^-{-a  en  0  c'est-à-dire        en  —  0. 

La  fonction  étant  égale  îi  zéro  si  l'on  désigne  par  ^(f' — 7'//)  le  coeffi- 
cient (!e  x^*  dans  le  premier  membre  de  l'équation  Çè)  ou  aura  en  faisant  poor 
abréger 

=  >.H  +  /«(O  4-  „)  -J-  . . .  +  A*(fi+ 
/* — g'y  —  —  {f — gy)'F^i  «i  ou  ion  Ure, 

nbieleiiaiit  il  n'èit  pie  dUlelle  de  trouver  tentes  les  sohfleiiB  vérnl- 

tent  de  ce  trolsème  cas  en  se  servant  de  l'expression  (64).    Je  1 
pas  ici  à  développer  les  formules  mêmes,  je  vais  seulement  faire 
tliéorème  plus  général  ip»  celui  exprimé  par  les  fomnles  (48). 
m^rime*   On  nui: 


60 


v\i  mm  m        ■  xatox»*"  »/ 

»  étmrtiu  Deaife  entier  qeelconqne^  T=^'7[(î=^K>-**^fl' 
En  snppoeiBt  11  tapelr  h  finnde  (65)  est  le  sràM  foe  celle  ipie  nons  aveu 
trenvé  (4^ 

Si  l'on  fait  ;r  =  siny»  ^  z=  sin  v  on  obtiendra 

1^(1— «^tln^^»)  —    Va—étalB^f)  ' 


oà  Fen  peeirt  exprimer  h  qualité  ^  eomme  11  eeit: 

«7)       ip  =  y  -h  ArcL  { tang  y .       — e*;' (^)]} 

+  A»ct.{ta«gv.}/[*-'^K^)]} 


+  Arct.  { tang  ç> .       — «"^'(^  •»)]}• 
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En  MfpoBul  iiasjl  on  anra 
•V  bien 

Ung  (xp'  —  y)=taiig9.  î^tl  — 
(Voyez:  Lcgenifre  Exercices  T.  I.  p.  84.) 

Si  l'on  suppose  n  très  grand  on  aura  à  peu  près     =  0,  donc 

80»^  =  ^.  on  aura  v  =  w.  ^»doucn^  =  a.-^,donci  =  2..  iL.    De  la 
*  '  '  2  a       «  a 

il  résulte  en  faisant  n  infini 

Noos  wons  va  iwécédenmçnt  que  le  MMbie  des  vatew»  inégales  de  l'es- 
preniim  H^+kt^^-^k^  +  .,*  +  kpa,)  est  tm^oiira  finL  Os  pest  dsss 
tous  les  cas  troorer  oes  vabnis  eosme  il  ssit 


ra(i+j»,tt,)«sai. 


où  n,,...7t^  sont  les  nombres  cutiers  les  pios  petits  possibles^ 

puissent  satisfaire  à  des  ((niafions  .le  cott"  forme,  m^,  w„...»t^j  étant  des 
nombres  entiers  qui  pourront  <Mrp  flifléreats  dans  les  dilTérentes  éqnatlons. 
Cela  posé  je  dis  qu'on  aura  toiut  s  les  valeurs  inégales  de  l'expression  ).(^-\-k  n 

+      +         en  atlrUiuant  à  k^.  A-,, , . .  A-,,  toutes  les  valeur»  entières 
et  positives  respectivement  moindres  que       Wj, . . .       En  effet  si  l'on  avait 

^(e+A'i«tH-A'.«,+  "4-^.«.')=A(0-i-A,«j4.A,a,4...._j-;t^„^) 
ob  ros  n'a  pes  b  la  fois 

m  es  tiiexalt  en  siettant 

— — A;ii-i«i».i — ^mom — AiH-io»!.!»... — Kop  w  liso  de  • 

ob  l'on  a  snpposé  qse  *„  — 4».  est  h  première  des  qwmtjtés  d^  — A'r, 
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â^-i — ■  •  •  lui  soif  (lifft  i<  iid  de  zéro.  Or  en  supposant  ce  qui  est  permis 
que  — k'^  soi)  positit  ce  nombre  sera  en  mi^ine  temps  moindre  que  7/_  ce 
qui  est  contre  i  iiypothèse.  Le  nombre  total  des  vnleuns  inégales  de  l'exprea* 
sion  X(^'{'k^a^-\-kJc^-{' .  ..-^  k^tty)  sera  donc  égal  à 

car  0  est  dalr  fiifoii  ii*aiira  pas  des  valeani  aoinrelles  en  aftoUmaat  à  Ar^,  k^, 
... ly  des  valeurs  lespccHveBent  plus  grandes  qne      n,,. . 

Le  degré  de  F^iutlon  p — qif=0  est  donc 

Sl-dene  oe  degré  doit  être  va  nenlNre  pcenier  on  doit  avoir  ji  =  1  et  msssn^. 
Les  ladnes  de  Téipiafion  p  —  §y=0  deviendront  donc  dans  ee  cas: 

;4  X(6  +  a),  ;{l?+£«Jt...i(ff4.(l|— 

^.    ^  ma+m'ty 

et   ft  , 
a 

m  et  m'  étant  deux  nombres  entiers  dont  la  somme  est  «n  ,  nombre  patr  et  ipil 
n'ont  pas  le  même  eomnini  divisenr  avec  n, 

.  On  doit  remarquer  qu'à  la  même  vatev  de  m  répondent  tonjonrs  phudeais 
solutions  différentes  dn  problème  général  Le  nombre  total  de  ces  aolnlions 
est  en  général  ^al  &  8fN. 

On  pent  de  ee  ^i  précède  dédaire  nn  grand  nombre  dn  théorèmes  remarfon- 
bles  sur  les  fonctions  ellipti|nes.  Panel  cevs-d  on  doit  diatii^ner  les  mrivaats; 

'S.   81  réqoatlon  (1)  pourra  être  satisfaite  en  sopposant  y  =  ip(<a^sss-£- 

où  le  degré  des  fonctions  eulitrc»  et  q  est  égal  à  un  nombre  composé  nt.n, 
on  pourra  toujours  trouver  des  fonctions  rationnelles  tpet  f  telles  qa*en  Usant: 

is^ssifx=^  on  aity=/(arj 

le  degré  des  fonelions  enlièies     tfif  étant  égal  à  l'on  des  Aetcws  «  et  m 

et  le  degré  de      et      étant  égal  à  l'autre. 

b.  Quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  p  —  qy=iQy  on  en  pourra  ton- 
jsidrs  tirer  la  valenr  de  «  en  y  à  l'aide  d'opérations  algébriques.   Voilà  donc 
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une  clanae  d  ût^uations  qui  sont  résolubles  algébr^uenient   Les  racines  auront 
Ift  forme  snifaate: 

/        J-      i_      J_  -L\ 
70)        X      foncL  ration,  ^y,  r,"i,  r,"ii,  r,"'  . .  .  r,,"»^, 

n,,  72,,  (Hnnf  des  nombres  premiers  entre  eux  dout  le  produit  est  égal 

au  degré  de  l  égation  en  question,  et  les  r ^ ,  r,, . . .  1*^  de  la  forme 

on  C  et  <  sont  des  fonctions  entières  de  y. 

t.  D  y  a  m  eu  nmaarquaUe  da  pnAliNie  géBAr^  <fMt  celti  «è  Fm 
èuuuule  fouteB  les  solntioiw  possibles  de  féqnatton: 

</y    ^£  

Ha  aura  à  cet  égard  le  théorèuic  suivant 

Si  l'équation  précédente  admet  «ne  solution  alijehriqHê  en  aret  y,  y  étant 
rationnelle  eu  x  on  non,  la  quantité  cuustante  a  doit  uécessairenieut  avoir  la  ^ 
fome  — /* 

iu'  et  /»  désignent  deux  sombres  rationnels,  le  denier  élast  esaejitienoneiit 
fo^Hf,  Si  Ton  attribue  ft  s  nne  fdié  valeur  <m  pourra  trouver  «se  isAiilé  do 
Valeurs  différeutes  pour  e  et  €^  qui  rautoit  le  problèno  possible*  Toutes  ees 
valeurs  tMint  eqv'Jaiables  par  des  raiMemue, 

SI  doue  on  suppose  que  «r  S4^t  use  quantité  réoDe  il  faut  qu'ollo  soit  en 
mène  temps  ratloanelle.  Dans  ee  cas  on  sait  «Taillears  qn*oa  pourra  satisTafae 
à  rdqsation  dillëventielle  dont  11  s^agit  «pielles  que  soleut  les  valeurs  des  quan- 
tités e  et  e. 

d.    Du  théorème  précédent^  oa  peut  par  un  ainplo  cbangosMot  de  vsri- 

ables  déduire  ce-ci. 
Si  l'équation 


A. 


ob  =  1  — >  4^  admet  une  solution  algâirique  cotre  «  et  jf,  le  ooollicient 
«  doit  avoir  la  forme  suivante: 

fi'  et  ft  ayant  la  même  signification  que  précédemment  Si  donc  l'on  veut  que 
a  soit  réelle  il  faut  qu'elle  soit  égale  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  ration- 
nelle. Cette  condition  remplit  le  problénie  à  une  infinité  de  solutions.  Com- 
me cas  particulier  on  en  déduit  le  théorème: 
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Si  en  supposant  9  et  y  réels  et  le  module  c  moindre  fp»  l'onite,  l'équation 

a  ne  iid^inle  algél»rU[iie  entre  eia  9  et  sb  y  Q  fini  aéceBmireineiit  «pe  « 
égal  à  la  tadae  cairée  d\iae  «paatUé  ratteaneUe  et  yeettire. 

àSaaà  fKt  exemple  ai  1*ob  Mq|iese  1  — •  ^  on  aura  «t^Yn  oeaue 
noua  alloaa  voir. 

En  fiiteaat  «kuia  rex|Hrea8ion  (6S)-  de  y,  I  ss  ^  ea  trouvera^  ea  vertn  de 

la  valenr  de  ii^  y  =  1  doac 

ea  reauviiiant  qif on  doit  dana  le  aeeoad  amnlire  de  réi|iiatioa  (6S)  fnadra 
le  irigoe  Bopérienr  depnia  «  s=  0  jusqu'A  »  s  ^(^)-         poaé  ea  cenarqnaat 

ï"*  ^ "h ~)  —  —  ôj,  il  e8t  clair     on  aura: 

en  multipliant  cette  Valeur  avec  celle  ^e  donne  ((fô)  on  aura  en  faisant  usage 
de  la  iunuule 

qa*on  obtiendra  «à  l'aide  dn  théorèoM  1. 

y«  =  *«.4P»  ?  ^  

n  n 

En  faisant  maintenant  x-=py —  1.  //  =  1  oa  anra  ea  soppoaaat  p  réel 
pour  tontes  les  valeurs  Av  cette  quantité: 

y»*  d%  ffl/*'   

mais  si  Ton  lait    =  ^  oa  anra  de  même  s  =  ^  doac 

Le  prenrier  neadiie  de  eeUe  éipiatlon  est  la  même  chose  «jue  ^  et  le  lecoad 

3t» 
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la  même  chose  qaa  ^  Vt<l~f  Hl-^Sg'ri  ^  ^  *  pnww. 


Cette  é^tiOD  conbinée  tvec  (7^  donne 
c'est4-dire 


Uigiiizûû  by  CjOOgle 


XIV. 

Addition  au  mémoire  précédent 


Dans  le  mémoire  précédent  j'ai  fait  voir  comment  on  pourra  trouver  tontes 
les  transforniafions  possibles,  réelles  ou  imaîrinaires  d'une  fonction  elliptiqae 
proposée.  Les  moduir:s  c,  Cj,  pourront  ètrt;  des  quantités  quelconques. 
Le  cas  le  plu»  reaiarquable  est  celui  où  I  on  suppose  les  modules  réelles. 
Dam  ce  cai>  le  problème  généra)  pom  rn  se  réi»oudre  par  une  méthode  parti- 
culière, entièrement  diflërente  de  celic  t|uc  nous  avons  donnée  dans  le  mémoire 
préeédeit  Pnls^  cette  ttowelle  nèthode  est  remarquable  par  sa  grande 
aio^Uoité  Je  ?iiie  llndiqver  iei  en  pem  de  mots. 

Le  ifolilème  général  que  novs  elloas  oonpIèteBent  réanmire  est  le 
sniveitt: 

Trenver  Um  lee  cas  pessibles  ek  Fen  ponin  eatisfirire  à  Féquadon 
*dilHrentielle: 

t/[(l-3?«Kl-<^.V)]  ~°  v^[(l-*«)(l-e«x«)] 

"per  ene  équation  algébrique  enire  lee  miàMee  »  et  y,  en  supposant  toe 
"medulee  «  et     nobdres  qne  l'nnité  et  le  ceelReient  a  réel  oft  iengiaaire.'' 
En  déirignant  par  Al  le  lenetion  inTene  de  celles 

^  en  8«Nrte  qne  «ssAft,  en  Mira  en  vertn  de  la  Amt- 


=/ 


unie  (i)  du  mcuioae  précédent 

k{{—  1)-+"'  Ô  +  wo)  +  m'(o')  =s  Al, 
eft  les  qnantités  cnstantes  <»,     eent  déterminéee  par  1m  feramlea: 

o'  y»^  ds 

liane  te  ean  qne  nens  emddéreni,  b  qnvitité  e»  ent  réelle  maie  «'  eat  imagi- 
naire.  On  anra  en  efet 

sa* 
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on  îl  est  eUnr  ^  le  coefficient  de  V^— 1  est  me  qsntité  véeUe.  Es 
*=  ^m^i^,^  où  6  =  K  11  —      oa  trouve: 

0* 

Le  théevène  II  dn  siteoire  fréoédest  donsef»  dose  wh;!:  ' 
"On  flstiafen  de  1s  susière  1s  pins  gésénle  à  l'é^utloB 


"oà  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelcouijues  et  «o  et  o  deux  quantités 
"réelles  données  par  les  formuieB  (2^  et  (3)." 

Cela  posé  soit 

S)    .  Ay,*)=*o 
réfostlon  slgébrl^  estre  y  «t  «  qni  doit  ssâsfUre  ft  Pdqnstios  différealielle 
(1).    Si  l'os  &it  x=    et  ^  =  À,Q'  eà  t  et  9*  sont  deux  nouTelIcs  variables 
et  A|  Is  fiwctios  eUlptifse  «[si  répond  as  nodnle    en  sorte  ^ 

réqnsttea  (1)  deviendra 

d'oii  l'on  tire  en  intégrant:  V  =  é±^a^  où  c  est  nie  eonsturte.  On  a  donc 

ott  bien  en  mettant       pour  ±a: 

7)  y  =  A.(*-faô). 

ydfSBtloa  ($)  entre  «  et  ^  domers  done  ceUe-d 

qnl  se  eontient  fuo  fai  seile  vaiisbte  •  et  qni  aus  lieu  qosUe  fse  la  vn- 
lesr  de  ectte  vwitlldk 
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n  M  Bénit  pes  dtffiéQe  A  Faide  de  la  fenmle  (B)  de  inHifer  la  fimédon 
fijffifh  mais  pour  notre  objet  il  Bofilt  de  connaître  le  eoeffldeat  «  et  ime  cer- 
taine relation  entre  les  fonctions  pomplètes.  Veiei  eeaunent  on  y  parviendn. 
En  Bettant  9  -|-  Sam»  aa  lien  de  0  on  obtiendra,  en  remarquant  ({n'en  Tertn  de  (4) 

cette  autre  équation 

9)  /•(;.!(«+ 2TOaw  +  a&),  J.9)  =  0. 

On  aura  de  même  eu  mettant  0  +       pour  6,  ou  i  =  |/' — 1: 

f(K(fi  -h       + ««)»  *0  = 
Dhui  eee  deu  éfna^is  «  peon»  dti»  m  nendire  entier  quelconque. 
En  fidaant  «s  M  m  volt  done  q^  réqnation  algébrique 

est  MtisMte  en  mettant  pour  y  nne  funatlté  queleonfae  de  Tmb  den  deu 


+  Sma»  4-  «9) ,        + «mwI  +  «6), 
m  pemt  avoir  une  infinité  de  valeurs  tandis  que  Téquation  dont  il  s'agit  n'a 
qn'nn  nombre  limité  de  radnes}  il  iaot  donc  qu'on  polaae  tronTer  deux  noBibrai 
entierb  k  et  A'  tels  que 

et  deux  mitres  p  et  v'  tels  que 

12)  +  v'aai  4-  «ô)  =  ^^(é  -j-  vaut  +  oô). 

£n  vertu  de  la  formule  (4)  ces  deux  équationa  donneront  reapectivement: 

on  M,  et  0|  déeigaent  les  valeurs  de  «  et  <f  qei  idpondent  an  Bodnle  e^ 
^est4-dire  on  n: 

!^^^/"  '^•r 

Gda  peaé  les  éqqaliemi  (12^  doaneffsnt  en  Battant  p  pevr  A*— A  et  i^  poar 

[0=:  —  •  ^  V  1 
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et  de  là  en  comparaut  les  parties  réelles  et  iaïa^jinaires: 

V    o       v'    o  '    11»    «  y  ' 

Ces  denx  é^tioas  donneront  (-ellcs-ci: 

AfainteBaiit  ^  est  ime  fonction  contteae  de     doae  le»  équations  (17)  ne  um- 

ront  av«jii  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  îles  modules  cetCj.  Si  donc 
un  buppuse  c  iodéteriuiué  il  faut  «[ue  Tuue  des  étjualions 

18)  «^«s^ssa 

19)  ma5/»'=0 

ait  lien.   Djuu>  le  premier  cas  len  éqnatiene  (15)  et  (16)  se  réduiront  à 

90) 


U 

et  dans  le  seooad  cas  i 

2»     0  Vu 


M) 


«1   1    m'y'  0 


Mais  si  la  valeur  du  nodale  e  est  telle  que  la  1*^  des  é4utiODS  (17)  ait 
Uev,  on  doit  avoir  en  nénM»  temps: 

et  alors  a  est  donné  par  l'une  des  t-iiuntioiis  (lî»). 

^uaat  aux  uoiiibres  m,  m',  /i,  /i',  »>,  il  faut  les  prendre  tels  que  <o,  ta^, 
js,  Oi  soient  selon  lenr  nature  des  quantités  positives.  1^  dons  «iBii|i|Kise,  ce 
qui  est  pwmls»  y  et  positif^  il  finit  que  m  et  ft'  soient  dn  même  signe  et 
m'  et  n  du  signe  contraire.  On  pourra  d'ailleurs  sans  diminuer  In  généralité 
supposer  iw,  m  et  /x'  positUis  et  f»  négatif. 

Par  ce  «pi'on  vient  de  voir  en  a  immédiatement  ce  théorème: 
1.  Tkwrème.   Pour  que  Péqnation  (1)  ait  une  iut^rale  algébrique  en  z  et 
y  11  faut  nécessairement  ipie  les  modules      et  <;  soient  liés  entre  eux  di»  la 

manière  quf  l'^ne  des  deux  quantités^  et^  soit  dans  un  rapport  r^fimmel 
avec  ^;  c'est-à-dire  on  doit  avoir  Tune  des  équations 

0 
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23)  îîi  =  *,  ".jSl.aaik'.ii 


éàketif  sont  des  aoabreB  ntionneli.  Si  la  prenièro  4e  ces  éfttliiMB  a 
lien  nais  pas  la  aeooiide.  on  aura  en  «émè  teapa 

où  est  on  nombre  ntiomeL  Si  la  seconde  équation  a  lien  main  pas  la  prc- 
niir^  on  aura  en  même  temps 

EnGn  si  les  deux  éqnations  (23)  ont  litMi  en  mènii;  tiMiips,  U  s  iiiodales  r  et 
Heroot  toas  deux  détertuiucs,  savoir  rcspcctivemcot  par  les  équations: 

et  alon  le  ooefBelent  «  doit  avoir  In  forme: 

od    et  f  sont  in  noaibres  rationnels. 

Les  oonAtionn  iaiHfnéen  dans  ihéorèae  doivent  dnne  nécesnaireaient 
dtre  rempUes.  poor  qne  Féqpmtioo  (I)  ait  nne  intégrale  algAriqne.  Il  reale  en- 
ceie  le  point  le  pins  important  savoir  de  déterminer  si  ces  condiâons  soat 
soffisantes. .  Or  c^fBt  ce  qne  noos  alloBs  ftiie  voir  A  faide  de  la  fonmile  (6S) 
dn  méamire  précédent  Cette  foramio  pent  fadleaient  étze  démontrée  en  fai- 
sant effeetivemrat  la  snbatittttion  de  y;  mids  H  existe  nne  antre  démeastratloa, 
tirée  des  considérations  entièrement  différentes  et  qne  nous  allons  donner  id 
en  nous  servant  d'une  formule  démontrée  dans  "les  recherches  snr  les  fonc- 
Itaiff  cilSfplî^M."   li  s'agit  de  la  fonanle  (18o)  de  ce  mémoire 

où 

ra  mm 

2»)  Q=e'*\  r  =  <;••; 

les  quantités  n*  et    étant  données  pnr  les  éfoatifHm  . 
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On  a  d»  plna: 

51)  fa^ViX^:^ 
01  «  ctt  lié  i  8  par  l'é^tioB 

SI  roa  lait  «  =s  «  5  «=^^(1—3^  «i  tow^. 


et  da  là: 


aiaintenant  l'équation  ar  — V^(l — donne 
et  de  là  et  nettaat      —  A»  poar  a 

Cela  poaé  ai  peae  dana  la  iîniBale  (28)  b!^^k»  an  liea  de  a  es  Ini»- 
vera  apicièa  qmdifnea  réductions  faciles: 

54\    Aa  =  ^  (ï-^*  ■       (T-f^r^K  1         .  r*)  (l-f  »  .  r«)  .  .  . 

en 


 ^ 


et  ^  une  quantité  indépendante  de  a. 
Si  l'on  fait  pour  abréger 

ea  aura  dme: 


^       ^  ^3 

V<««  —  «)  ^  iK8«  H- a)  ^ .  V(Si»  —  a)  ^ , . . 
Si  Fea  fidt  ■aiatenant  sncceaaiTeneat 
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on  MU»  les  valenn  de  JM,  a(«  +  ^)-- +^«)qnï  wMpIiéfl» 
ble  iMaenmt  Mr  le  ckamp 

€i  m  a  firit  pmir  ahtéger 


38)  "î^l.it, 

al  rm  poae  daui  la  fimaole  (36)  le  Module  an  Ben  de  e  et  désigne  le» 
falean  comi]NnidaBtea  de 

X%  9t,  9,  A    rcapectiveiaeat  par 

V>  <^i>  o,,  ^1   il  vlcadra 


Le  aeeend  nenbre  de  h  formule  (37)  est  doue  la  uiéme  chose  que  — .  l^â 
—"2^'        V     ^  cooséqoeot  ou  aura  ta  soirante 

3>)  a.(a ,)=^;.  «.  J (,  +  i).  j  (,+  ^). ..,(,  +  î=î.), 
cette  é^piliOB  a  deae  toijom  Beu  si  le  modale     et  lel  que 

(pal  qae  soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  n. 

Si  l'on  fait  l«9a^  JL(Sit)asiv  on  aura 

qui  par  coBSéquent  est  satisfaite  par  l'équatiou  algébrique 

La  valeur  de  jr  mt  teujeura  nue  fimedoM  algébrique  de  ;r.  En  efbt  ai  »  eat 
iaqtair  ea  a 


«) 


36 


et  »i  n  e&i  ua  Qombrv  pair:  ■  - 

Considérons  muntenmt  fa»8-  troto  cas  de  notre  pvoblènie  génénL 

Premier  ca».   Siaett  réeL   Dans  ce  ces  on  doit  «voir  eoame  nons 

avons  vu  a  =  #.2!isJi.^  oii  u  et  y  sont  des  nombres  entiers  et  l'éqna» 
tion  proposée  deviendra: 

Oû  doit  avoir  de  plus  ^  =     —  =:iîî..  —  où  m  et  n  sont  entiers.     Si  l  oi» 

fait  x=/.(p6i6)  et  y  ==  ^.,(/(a,ô)  oû  0  est  une  nouvelle  variable,  Téqnation  (t."») 
sera  satisfaite,  car  les  deux  membres  se  réduiront  à  //a^f/S.  Pour  avoir  une 
intégrale  en  x  ei  y  il  faut  duuc  éliminer  0  des  deux  équations: 

46)  a:  =  /(yae)j  y  z=.  }.^{fiJS^ji), 

Nosa  allons  voir  que  le  lésnkst  de  râîarinlion  sera  un  dfostion  algébrique 
en  »  et  y. 

Soit  4f  m  novvm  module  et  ddelgnons 
par  X%  «S  les  vaienrs  eottespendantes 

de     ^9,       o,  ^    Cela  poeé  si  l'on  suppose  le  modale    tel  qne  ^=:^/!t 

cr  us 

OU  aura  en  vertu  de  la  formule  (59),  en  mettant  /iï-Oo  au  lieu  de  0 

nmlntannst  ayant  ^=:— *  —  etHi=ï.  iionentire^=i:l.  denelamdme 
fiwmale  donnera: 

48)    A'Oi^'O)  =        ^,(,«vo,0).A,(//*o.O+^) 0,,). 

En  égalant  entre  elles  ces  deux  emresstoss  de  il'(^yo'$)  il  viendra  en  fidsant 
foor  abjréger 

48)  vj3^=zâ^  /m,o  =  ^j 


Dlgitlzed  by  Google 


283 


lie  praBiet  mm^n  de  eette  éqntioo  est  tau  UnsOmà  dgébriqve  ée 

et  le  second  une  fonction  algébrique  de  nais        est  à  son  toftif 

■ne  fonction  a1«;ébriqne  de  }iâ=x  et  A^(v^|)  une  fonction  alg^rique  de  X^â^=^, 
Donc  enfin  les  denx  membres  de  l'équation  (.'>0)  sont  respectivement  des  fonc- 
tions aljçébriques  de  x  et  de  y.  Done  rc(te  exprime  l'intégrale  cber- 
cbée  en  j-  et  y  de  l'équation  différentielle  (io).  Pour  en  avoir  l'intégrale  com- 
plète il  huiTit  d  ajuuier  a  <)  ou  à  â^  une  quantité  coBStante  arbîtrajre.  Quant 
aux  quantités  A  et       on  doit  remarquer  qu  ua  a 

Pour  donner  on  ezenple  iopf  eiou  ipi'oB  demande  une  intégrale  nlgâniqne  de 
l'éfnatien, 

dans  le  eas  où  "'^  =  1.—.      On  ania  «lors  «sasyasl,  mslt  «ssS. 

L'éqnatiOD  (^/O)  deviendra  doue: 
c'eai-à-diie: 

x*— — ^ 

y*  ✓(!— »«f«)  ~"  ~ër  — '■ — 3 — 

Kl*    '-9  f        »i  1— •«•X*y.*» 

Second  cas.  Si      —  1       réel.    Dans  ce  cas  on  doit  avoir  selon  (1^), 
=  t .  5».  y  —  1  0(1    et  y  Koot  entiers.  On  doit  avoir  de  mène  iîi  =  ~ .  —, 

L'éqnation  proposée  (1)  deviendra 

Wi\  1.  -î^-i/— 1  î^t  

Ht  V[(l-3r*)(t-«iy)]  ~  ✓[(l-'»Kl-c»'*)]' 

Pour  réduire  ce  cas  an  précédent  il  sufiît  de  faire  x  =  ^*j^~J^^  oii  z  est 
■leaomrelle  varlabH  ee  nm  alois  .  =a|^^l 


on  ft  =  ]/(l — c*)  et  par  mile  ré^natten        deWentoi  en  y  et  «; 

   ji^    J»!^    d%   

dont  l'intégrale  algébrique  est  exprimée  par  la  fornule  (âîO)  eu  y  faisant 
idsBs     *  -V  et  mettant  b  an  lien  de  t». 

56* 
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SupposoDK  par  exemple  qu'il  s'agit  de  trouver  une  Intégrale  algébrique  de 
réqnation: 

te  le  OM  oft-^ss0.-^  Aywt  fft  =  r=sal  et  m  =  S^  »  =  1  réquiim 
(itO)  deTiendni 

i.W  =  i.W).>.,(,..+-a) 

c  cbt-à-dire  en  temetxmt  les  valeurti  de  W  et  : 

fVoWèiw  rw.  Si  ^—Vkk,  "i.  =  t/ * . 

Dans  ce  ca»  ou  doit  avoir  eu  vertu  du  théorèmel:  a=-!^ •  ^+  4-  *  —  K— ^  1 
eà  ih    /»f    eoet  des  liombree  entiers.   L'équation  proposée  deviendra  dese: 

et  cette  éqiietioii  sert  tenjonm  ietégrable  algébrifiMnent.  Bn  effet  oeuMe  oe 
a  test 

—      5  que      =        où  *•  et  * 

sent  des  oombrcs  rationnels,  on  pourra  en  vertu  de  ce  que  mms  venons  de  voir 
dans  les  deux  premien  cas  natisfidre  algéb^iqnenent  nnz  éqnnlionn 

 de  j£    9^  ^      .  _  _   

Par  la  rdqnation  (S5)  deviendra: 

rfy    rfï  I  f/p 

v^[(ï-3r«)(»-c.'jr»)J  ~  VKi—'Hi-c.*.»)]  "^TtCl^B'XA-"!'"*)] 
i  laquelle  on  satisfera  comme  on  sait  en  prenant: 

'  '  !«-«,«■*•• 

En  y  substituant  les  valeurs  de  9  et  «  en  «  en  enm  nue  intégrale  'algékti^ 

en  AT  et  y  de  réqnation. 

Nous  avonH  ainsi  lU'-mnntn''  que  ronditious  nécessaires  expOSées  daoS 
le  théorème  1  sont  eu  même  temps  suOlsantes. 
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En  vertu  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  premier  cas  on  a  iflunédiatement 

ce  Uiéorî'nie: 

Pour  que  deax  fonctions  elliptiques  rérllrs  /\r',5'),  F(r,f))  puissent  être 
réduites  l'ujie  à  l'autre  il  est  aéeessaire  et  il  suiïît  t^u  ou  ail  cuire  les  fonctions 
complètes 

F\c)y  F'{b),  F\c%  F'ib')  cette  refatkni: 

S5)  n.        .  F'(b)  =  m.F'ib') .  F^c), 

ail  m  et  n  sont  «tes  numlires  entiors.  Si  cette  condition  est  remplie  on  pourra 
établir  une  relation  algébrique  entre  sInO'  et  sInO  telle  que: 

oh  k  est  un  nombre  rationneL    On  pouia  i^ooter  que  dans  le  cas  où  ils  1,. 

9'  est  lié  à  0  par  l'équation: 

«yv   (  6'-f-ArcL(a'i.tange')+Arct.(o',tangrj')-|-...-|-ArcL(o'»_,.tangO') 
(=  0  4~  A^ct  (ai . tang  6)  +  Arct.  (a,  tang  ft)  -|- •  +  Arct  (a^, .  tang 0) 
où  ffj,  a^,.»tti,  0f„  o^, ...  sont  des  quantités  constantes  données  par  les 
Curmules 

gg-i  la^  =1^(1— c*.sin*0^) 

après  avoir  déterminé  0^  et  6'^  tels  que 

En  prenant  »=!  on  aura  la  formule  (67)  dn  mémoire  piéeédeat 

Il  y  a  un  cas  du  problème  général  qui  mérite  d'élre  remarqué;  c'est  oebi 
où  l'on  suppose  les  deux  modules  égaux  entre  eux,  ou  en  d'autres  termes  quand 
on  demande  tons  Iph  cas  dans  lesquels  il  sera  possible  d'intégrer  algébrique- 
ment l'équation  différentielle: 


S9) 


DsBS  ee  cas  on  s  a»'s«,  a'ss«  et  psr  coBSéi|Miit  tes  éqvitioss  (15) 
devtendroBt: 
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Si  Ton  vent  que  a  Mit  léel  m  a  as=B,     s=  j»=0;  dans  oe  «as  0SB*nura 

anenne  cimdîtkMi  pour  la  valeur  de  r,  qui  peut  être  quclcou({ue,  naia  on  vnlt 
fne  a  doit  être  va  nombre  nlloaid.   Si  an  contraire  nn  adaet  des  valeurs 

imagioaires  de  a  le  modul  c  doit  être  tel  que  ^  =r— d'où  l'oa  tire 
^8s^.]/^ —         Bn  vertu  de  cette  eifreaiion  la  valenr  de  a  deviendra: 

8oitiî.s|^Jr  OM  inn 

k,  df  à*  pourront  déai^ier  des  noiaiirea  ratlonaels  quelconques.  On  volt 
que  ponr  qoe  féqnatiott  (60)  toit  intégrité  tlgébriquenent  es  sq^oaanttfiauh 
ginabre  il  est  sécessaire  et  il  anCIt  qne 

o 

t  est  OBBestielleineot  poaitiC 

On  pointa  eqpiteei  te  modnl  e  en  prodnits  infinis  oonnae  il  asit: 

On  tire  cette  espreasion  de  la  fonaole  (34)  en  y  fatoant  a  =s  »  et  ronarfiant 

que  -  = 
imuale: 


que  —=zyketAss^.  .  Oa  aura  en  même  temps  le  module  b  par  cette 


i+«"vTt 

s  anit  enoove  de  ce  qui  précède  qw  ai  le  modal  «  n  la  valcir  ci-deaas% 
l'éqaation 

 :Si]^Vk  ~  , 
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■en  toujou»  iitt^;rable  algâniqueiiinit  ^éls  que  soieat  Im  nmdkreB  ntiouielB 
k  et  èft  ponivu  que  k  airit  poBitiC 

11  y  a  eacore  beanorap  de  choses  à  dire  sur  la  transfomatiOB  des  fonc- 
ttODS  elliptiques.  On  trouvera  des  développenipnts  iilti'ricnrs  sur  cette  matière 
ainsi  qii«>  sur  là  théorie  des  fonctions  elliptiques  en  génital  daas  OU  mémoire 
fUi  va  paraître  dans  le  Journal  de  Mout>ieur  CreUe. 
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XV. 

Remaffutê  sur  fuelque*  prepriélé*  fféÊtérales  d'une  eertame  nrte  du  faut- 

Hou  trmuetndmUeê, 


désigae  la  fooction  oUiptii|ue  la  pins  g;éiiérale,  c'est-à-dire  8i 

o&  r  «»t  vue  foietioa  FatUnmelle  qneloa»^  de  et  Jt  «ne  fosction  entière 
de  h  mène  variable,  fni  ne  paaee  pan  le  qaatriènie  degr^  cette  fiinetien  a 
conme  en  aait  la  proiiriété  trèa  ieinan|ttabl^  qne  la  somme  d'an  nombre  ^1- 
een|W  de  cm  fondions  peut  être  esprbnée  par  une  aeole  fonction  de  la  mèm 
feme,  en  y  ajoutant  une  certaine  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Il  semble  qiic  <lans  la  théorie  des  fonctions  tprinmidantes  les  jrt'omi'tres 
se  sont  bornés  aux  fonctions  lîe  cette  forme,  d  [irmlant  il  existe  encor»- pour 
une  classe  très  étendue  d'autres  foactioos  une  propriété  analogue  à  celle  des 
fonctions  tlliptiijues. 

Je  veux  parler  des  fonctions  qui  peuvent  être  regardées  comme  infcffi  a- 
fat  de  différentUBe»  algébriquef  quelconquee.  Si  IVn  nv  peut  pas  exprimer 
la  aenune  d'un  nendbre  quelconque  de  fonctions  données,  par  une  seule  fonetkm 
de  la  mdme  espèce^  conune  dans  le'  cas  des  fonctions  elUpUfnei^  an  moins  on 
pourra  exprimer  dans  tons  les  cas  une  pareille  sunune  par  la  somme  d'en. 
nonAre  déterminé  d'antres  fonetions  de  In  même  nature  ipw  Ice  première^  en 
y  ajoutant  une  -certaine  eipreasimi  algébrique  et  logaritlmrfqne^.  Noos  dé- 
montrerons une  autre  fois  cette  propriété.  Pour  le  moment  je  vais  eonsidérer 
un  cas  particalier,  qui  embnt«;se  en  même  temps  les  fonctions  elliptii|pie8^  snv<rir 
les  fonctions  ctintennes  dans  la  formule 

*)J*al  pr^eaté  uo  nuSmoîrc  •tur  cta  fonciious  à  l'académie  rojaie  des  aciencea  de  Paris 
▼flff  la  i»  de  l'aande  18M^  N  atc  de  l'tntear. 
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R  étant  me  UmOm  nHomelle  et.  entière  foeloMfM»  tt  r  «m  fîrmttttw 
lationnelle^ 

2. 

Noas  allons  d'abord  établir  le  théorème  suivant: 

Théorème  I.    SoU  tpx  une  fonction  mtière  de  x,  riécoa^Oléê  ttum 
idère  queUouque  en  detix  fartmrs  tpiX  et  <p^^  ensorte  quê  f9=  9^.^^ 
SmI  fx  une  autre  fonclioji  entière  quelconque  et 

eà  «  M<  MM  quantité  constante  quelconque.     DétlgiumÊ  par  e^,  «^^  1^. 
r^,  r, ,  r,  quantU4$  fuekvmqmêê  dmi  l'âme      mibu  mit  wirkàk. 

Cela  pus,K,  si  l'on  fait 

5\  iK+Oi*+ «-^)'-9>,-r— (''oi-''i*+«.«"-f  ...+cwp")".9«* 

9kAiÊB  dépend  pM  de  x»Jeéi$  ft^mt  miru 

*)  «iV*!  H-  '.t*.  +  '.V*.  +  •  •  •  +  *.«  V'^^ 

ejf  C  iiM  fumittté  emutmtê  et  r  le  cœffieiêia  de  —  d/au  b  divekpp*- 
«Mfft  dé  UtfMeHm^ 

(X— «)/çx"    *  MOo+«i-f  +  -  •+«.*")^(9i')— (^,+c,x+...+  c^)^(9,,)> 
jtuivarU  les  puissances  descendantes  de  x.    Les  quantités  «j,  f,,  sont 

égtûês  «4-1  <"*^  —  l»*'  ^"^^  valeurs  dépendent  de  celles  des  quantité* 

IMeignon  le  frenier  membre  de  PéqQetlon  (3)  par  et  laieeie  peor 
eiréger; 

nous  aurons 

Ceto  foeé,  soit  «  nue  quelconque  des  quantités  *j ,  x„ . . .      on  aura  rëqnaMeii 

7)  F»=0. 
De  Ift,  en  dURfrentinnl»  en  tire 

37 


en  désiguant  par  F'x  la  dérivée  de  Fx  par  rapport  a  x,  et  par  ôFx  la  dilléren- 
tielle  de  la  môme  fonction  par  rapport  aux  quantités  a^^  a^,  Os> •*  •  ^»  '^i* 
Or  en  fenarquant  que  ^^x  et       sont  imUfeadante  de  eea  éendftces  Tuiiib- 
les  l'éqoatleii  (Q)  doimenit 

9)  'F«=^.^^;r.Mar  — SOjjr.f^gV.M^jT» 
donc  en  vertu  de  ^ 

10)  F*x,dx^9li^x.^^.9^^x  —  Mx.Çj^r.dOv. 
Mftiiitenant  ayant  F«sssOs=  (Ox)<.9i^;r-- (9jjr)^.9^i  on  en  lire: 

H  )  Oo:.  V^v,*  =  ^^x.Yif^, 

eà«s=^  l.   De  là  vient 

^^x  .  (f  ^x  =  ^O.r  .  V  {(f^.v     ^  .r)  — -  tW  .  Vif^)* 
donc  l'expression  de  F'x.dx  pourra  éirt  mise  sous  la  forme 
i  2)         F» j; .  f/a:  =  2f .  {6x .  d^^^r  —  0 <J(Mr) .  V [<px). 

Cela  donne,  en  multipliant  pai-  * .  —"^^ .        •  — ^ —  : 

j«\  ^   fx.ffjc  /r.(29x.S9,x— 

'  ■  (X— a)  ✓  (^)  o^^*  * 

Kl  fiûatnt  pour  abréger 

ilTtendra: 


14)  ff. 


fs.ds  _ 


(x— a)v^(9r)       (x— a).i**«' 
OÙ      sera  une  fonction  enture  par  rapport  à 
Désignons  par        ia  (quantité 

x^i  +  z^,  +  ZJ^,  +  •  • .  +  a:-«"jM> 

et  remarquons  que  l'équation  (14)  soiieiste  encore  en  mettant  l'une  qncleon^e 
deu  quantités  ar^,      . . .  ar„  au  Hen  de  x,  cette  équation  donnem 

'  (x-a)  ^(çx)  =  -  (x-=:^  =  '''' 

Cola  posé,  on  pourra  chasser  sans  difficulté  les  quantités  dr,, ...a:^  du  se- 
cond mi'iiihrc. 

Em  etTet,  quelle  que  t>oit  la  foiitiiun  cnti«'re  Ajr,  on  peut  i»up]>otier 

16)  Xx=.{jc  —  «).AjX-|-A«, 

oîi  À,x  est  une  fonction  entière  de  x,  savoir  )fZÙS:,    £b  substituant  cette  va- 
•  #— » 

leur  dans  (15),  Il  viendra 
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Maintenant  d'après  une  formule  connue  on  aura 
ayant  égard  fue 

Ht  =s  Aia — «  J(a — «a) . . .  («"«^ 

donc 

18) 

n  mie  à  tnwver  2-^/^   Or  cda  peut  M  Aire  à  Faidè  de  la  finaude  (17)^ 


£q  effet  en  dcvelo|i|»aut  — - —  selon  les  puii^sances  desccnàaiiU'h  de  a,  il  viendra: 

a — jr 

d'où  Ton  voit  que  2  est  égal  au  coefllcient  de  dans  le  développement 
de  i-,  m  bien  à  celui  de  —  dans  le  développeneaft  de         De  là  es  virft 


aiBdnieat  que  2        où  i^jr  eat  me  feaction  quelcoaqae  entière  de  aam 

égal  an  eoefident  de  ^  dana  le  développement  de  la  fimctimi        aelon  lea 

poiaaanees  aaeendwien  de  SI  pour  abréger  on  déstgne  ee  ooeffcleat  com- 
pris dunt»  uue  fonction  quelconque  r  développable  de  cette  manière  par  //r, 
on  aura: 

20)  — X=^^- 
Or  la  formule  (16),  en  divisant  par  Fx.(x—a)^  donne 


{s  — a)  F* 

'i 

aion  (16)  de  ôv  deviendra 


en  remanjuant  qu»-  77  ^^_-|^y-^-  est  toujours  égal  à  zéro.    Donc  Texpre»- 


22)  «)t^  =  — -^^  +  ja  ^ 


Maintenant  on  a  (lé*) 

}..r  =  2f'x.{^x.ô^^x  —  ^^x.à^xj, 
donc  eu  mettant  a  an  lieu  de  a-, 

À«  =  2/a  .(to .  dO,«  —  6 ,« .  dOa). 

57 
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Eo  vertu  de  cette  expression  et  en  mlmtitnant  pour  Fa  fft  valeur  (Ic)^.^^* 
— (ft^a)*,9g«,  ou  obtiendra 

On  ironvern  aisénusnt  fintégnle  de  eette  eqpresnieii;  car  en  reaiari|iiant  fne 
9icr,  9^       dr«— tt«  f 9^  nont  dei  qnantités  CMatnntM»  en  non  en 
vertn  de  la  formule 

^  V«et.  ✓(,ja)-«;a.  /(fia)  / 

^    rx-«V(i«)  '*'^ VtoV(ç,*)-M./(»*')>''  • 

Or  l'é^oatioa  (Id)  tioaue 
.  donc  en  faisant 

et  dAiipant  par  den  ^nnlUds  de  la^iae       on anm k fimnle 

+ H-  w^.  4-  •  •  •  +  v^'*/*  « 

✓ça     »  vea.v(9.a)— 6,a./(?ia)>' 

qni  ■*eocorde  parbitement  aree  la  foimole  (4). 

Lee  valeurs  de  -       ne  sont  pas  arbitraires,  elles  dépendent  de 

la  grandenr  de  or^»  et  celle-ci  est  détermioée  par  l'éipiatiea 

é^ivalente  aux  équations 

26)  =  fi-Oi^i  F  (7,^1);  ^XfVi^u^ù  —  •  •  • 

D'ailleur  les  quantités  f^,  f„  . . .  <^  conserveront  les  iitémeM  valeurs  pour  toutes 
les  Talenrs  de  ,  x^, . . .  compriaes  dans  certaines  Unîtes.  Il  en  aem de 
mène  de  la  constante  C 

Ln  démonatratioa  précédente  atqfpose  tentée  les  quantités       a^, . . . 
dlférentes  entre  eOes,  car  dans  le  cas  contraire  F**  serait  ^1  à  séro  peur 
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on  certain  nonlifie  de  nlenrs  de  et  aknrs  le  second  ntenbie  de  la  fomnle 
(14)  se  présentendt  sons  la  forme  ^  Kéanmoids  il  rst  évident  tp»  la  feiu 
■nde  ^)  subsistera  encorr  <l.ins  le  cas  même»  oà  plusieani  des  qnuiUtés  , 

sont  cp;ales  entre  elles. 
En  (disant  x^  =  x^,  on  aura  (26) 

Ojt,  .  1/(t ,  r  )  =  *^9, x,K(<P»r,)  = ',0,ar,  K(f  «a:,), 
et  cela  donne,  en  supjtosaut  ^ue  d^xç»^  et  ^x.(p^x  n'aient  pas  de  diviaewr  commu: 

'.=  V 

En  vertu  de  cette  remarque  on  aura  le  théor^ae  saivant: 

Thetn-L'Uie  IL    Si  l'on  fuit 
27)    (ftx)". <p^X — (0 j3r)'. (f^  =  A.{X  —  Jr^)*»  {x — ar^"» . . .  (* — 

•è  lar  fm»eHm*  SNffiiw  ex.^p^x  6/  O^jr.^yr  nW  jnw  êê  «Indfsw  camaufn^ 
««  «mm.' 

I',"»,  VJ?,  +  't"SV*. + ♦•««•^^'«t  +  h  V"*/»^*/*  — 
"^V««.'/(9,a)-9,o.  ✓(9.«)  / 
^ ■'^  (x-a)/(9x)    '^V ftr. ✓(9t')-«i*. /(9«') 

4. 

Si  l'on  suppose  fx  divisible  par  x  —  Uy  ou  aura  fa=zOf  donc  en  inettaot 
^ — a).fx  au  lieu  de  fx^  il  viendra: 

Théorème  111.  Les  choses  étant  su^jiosees  les  mêmes  qttê  dans  le 
Théorème  II,  si  l'on  fait 

ûk  fit  ett  mte  fmetim  entière  quiconque,  on  aura 

—  C-U  17  -^-^    loir         t/(9i-r)  H-  6i-g^(9«-f)  Y 

S. 

81  dans  la  fomnle  (28)  on  suppose  te  degré  de  la  fonction  entière  f(x) 
voiodre  fno  In  moitié  do  celui  de  çx,  il  est  clair  que  la  fsrtio  dn  second 
membre  nffiecléé  da  signe      s'étuocin.    ]>ono  on  anm  oe  ibéorème: 

lidardmo  IV.  Si  le  àe§ré  àe  Is  fmaktm  mâlère  {fxf  cet  moMv  fu» 
tM  de  f  jT*     qu'on  feit 
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6. 

ËD  faisant  /a  =  1  dans  le  titéorèae  précédent  et  diflérentiwit  Ar^l  fois 
de  suite,  on  aura  le  théorème  suivant 
Tkéorètne  Y,    Si  i^en  faU 


,  !.«...(*— 1)   ÎB?=r    ^(ça)  '  "«^V,6a.i/(ç,a)— ÔiaVCç.aK' 

7. 

Si  dans  lo  théuK  nip  111.  on  suppose  le  degré  de  nauinilrc  que  celui 

de  rpx,  le  se(-oii«)  ntoubre  se  réduit  à  une  constante.  Cela  douae  aisément  le 
théorème  qui  suit: 

néavèKÊê  VI.       Ton  désigne  par  fur  Ai  fsneikn 


y  "  1  V 
où  v'  z=  —  1,  «  »i  c*i  impairj  et  *'  =  —  —  2  fi  »»       iMttfj  on  a/tra 

ttmjours: 

31)    fjWj  V  (.r  J  -|-  f^w^vf*"»)  +  •  •  '  •■\-tfi^fiV{^fj)  ~  "  voHstaHlo. 
On  voit  que  f'  a  la  même  valeur  pour  y  =  2m — 1  et  pour  i'  =  £iw,  savoir 

a 

eè  r  est  «ne  fimctioii  ntionelle  q^ekonpie  de  Qndle  qne  soit  la  fomft 
de  T,  on  poorrn  tonjonn  fiilro 
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où  fx,  f^x,  f^, . . .  />  sont  des  fonctioM  eitl«r«8.  Geh  poiétp  II  M«  «liir 
qa'en  verfu  des  théurrn»#'s  IH  t  t  V.  on  anra  le  suivant: 

Théorime.  Vil.    <[>/^e/i<^       goU  le,  fmOion  rtOUmneOe  f.  expriitUe  pat 

la  formule  {32),  en  faitant 

53)  yx^/Z^^et  «^V(9.x)^-'>.^Vfa.x) 

teÊgaur^f 


en  rcprésenUuit  par  r{k)  le  produit  1.2.3...(A— 1). 

9. 

Précéderoneat  nous  flnroi»  «Miidévé  le»  qontités       4^,...»^  cmuw 

des  fonctions  de       « , ,  fl„  . . .  r„,  Supposons  maiûteiMBt qa*aB  oerK 

taiu  nombre  tics  «juantités  jr,,  ar,,  .  . -a:^  soient  données  et  regardées  comiue 
des  variables  iadt-pendantes;  et  soient  x^y  x,,  ...a-^.  ces  quanUtés.  Alors  il 
faut  déterminer  «„,  a^,...i'^,  Cj,...  de  manière  que  le  premier  meotbre  de 
réqaààon  (3)  soit  divisible  par 

(«— 4rJ(jr — aj . . .  («^«^). 
Cela  ae  fera  k  ÏMà  des  équayeos  (86)    Les  /»'  preaiières  éfoatioM 


donneront  uu  uonihre  de       des  quantités  c, , . . .  exprimées  en 

fonctions  rationnelles  des  autres  et  de  ar^ ,  ar, , . . .  a:^.;  V{f  ^^\  Vil-r^, 

Le  nombre  dos  indéterminées  n^,  a^,...a^,  c„,  ffp...r„  est  é;:al  à 
m+n+l;  donc,  cumme  il  est  aisé  de  voir  par  la  forme  des  équations  (.>j),  on 
pourra  fidre  ft'=n4**~h^>  posé,  en  substituant  les  valeurs  de  «„, 

a,, . . . c^, . . .  daas  les  feocUoas  ^  «^ar, ....  la  fenetiiHi  catièn  (Ox)*. (p^x 
— (tj4r)P.9gV  derieadra  divisible  par 
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]9(|t^ant  te  quotient  par      on  aan 

Donc  les  fi  —  qnantitt-s  r  ,  4  , ,  .r,,.^  j,  . . .  ar^,  seront  les  racines  «^'une  équa- 
tion ^=0  du  degré  fi  —  fi',  dont  tous  les  coefficiens  sont  exprimés  ratioDneUie« 
ment  par  les  quantités  x^,  x„  *ffi  K(Vt)*  V  iv^^  •  •  • 

Faisons 

•4  ^'»^ '1  ^ •  •  •  ^ •/««  ~  ^» 

Vi+*™*/*i+* = •  •  • — 1  1» 

*ii*4-»  =»„  v+«  =yi' •  •  •  ^'yi^ 

«w  nin,  «D  déaigMyit  pw  ^jr)  h  fonction f:~~^^, 

37)  i^^^  +  V^,  +  •  •  •  4-  V'*^  —  V**»  —  t^,  — —  f*Vi, 

(    —s»— vyj  — vy,  — Vy,  

oà «estime expnMtoa  algébrique  et  logarldnakpie.  Les  quadtéi  jr^,  ar^,...x^,  ; 
af^,  sont  des  foinaiés  variables  qnelcesfaei^  et  y^»  ya>***yr 

•erost  iiétcffsdlttUes  A  faide  ^^e  éqnstioB  da  degré  w>, 

llaiiiteflaMt  aeos  verrens  ipi'ott  pomrr*  teajosn  readre  9»  uidépesdast  de 
seadbre  ^g+l*^  ^  fonctioiis  doosées.  Es  effet  «herdhoss  la  pins  petite  valesr  de»'. 

Ko  Mqipesast  faidéteimisées  tontes  les  qsastités  a^f  «Pi»*"*  il 

est  dair  fse    sera  égal  à  Tan  des  deux  noabres  fti+i'i  ^'  2si-J-r,,  eà 
et  9^  nqprésestent  les  degrés  des  fonctions  y^a^         Soit  p.  ex. 

on  doit  avoir  eu  même  temps: 
dTe^  ea  ajoutant,  on  tire 

/i=OU>»»-J-  W-|  ^~^» 

«r 

ou  bien,  désignant  te  degré  de  qsx  par  y, 

38)  *'  =  oa>^  — 1. 


Digitized  by  Googlf 


297 


Il0  Ir  ^  la  pin*  peUte  vdenr  dé  ^  Mt         ou  ~  —  1,  mIod  m 

#  est  i«i|Mlr  on  piir. 

Done  cette  filenr  est  inUpendinle  du  nombre  ffi+/it  des  foncdons  don- 
w6eB;  elle  est  prédcémeot  la  néne  fne  le  aoeabre  total  des  ooeffideas  â^, 
^g»  ^«f-  ^  tbéerèaiew   On  aura  aialatemat  ce  théorèsw; 

nétrèmê  TIIL   SoU  i^—J'^^^  «à  r  ett  une  fonetimi  TÉHmméth 

qmekmtfu»  4»  Xj  et  qx  une  femeHa»  mUère  de  thfré  1  ew  S*^  etêaient 
x^t  x^y...Xfty  x'^y  x^^^ . . . jt*^,  de$  fwiàble»  ànmêêt,  Ctia  jMftf«  ptd  quê 
êùU  lê  mtmèr»  /ii-^/**  iêt.vwrkMtt^  on  pmara  im^tutM  tnn»er  m  SMjye» 

;  V'*i4*f*,  +  •  •  •  +  iw>t  —       —  V**»  —    — 'V*Vi, 

^  4- <i  •  tyi + W. + •  •  • + *»-tW»»i» 

V  difmf  tdg^Mqu»     logarUhmique,  et  d^poK»  à  -f-  1  o«  ^  -~  1* 

On  peat  ajouter  que  les  fonctions  y^,  y^y-yy-x  restent  les  mêmes» 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  rationnelle  r,  et  «jn»»  la  fonction  v  ne 
change  pas  de  valeur  en  ajoutant  à  r  une  fonction  entière  quelconque  du  degré 
,  —  2. 

la 

Les  éfnatkms  (3S)  q[iii  détmiiaent  les  qoantités  a^^  , . . .  c,,  c^, . . . 
deriendriHit  en  vcrta  de  la  fomni^s  ^8) 


40) 


Poar  déterminer  4Vut,  on  aura  les  équations: 

(  ^yv-i  y  i'T   -iJ = •"KlT^y»-!)- 

Les  fonctions       y,,  ...^.«-i  suut  les  racines  de  réquation 

Le  degré  de  la  foneHea  «y  «st  «s  J!3i£l^=L=::L  et  cekd  de  est 

58 
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il. 

La  formule  (39)  a  lien  si  plusieurs  des  quantités  x^y  x^,.,.  af^f  <z',>... 
sont  égales  mtre  ellis^  nais  dans  ee  cas  les  éqnatioDs  (iO)  oe  fluflisent  plas 
po«r  détenainer  les  quantités  a^,  a^,.<,.e^,  car  si  p.  ex.ar^=x^ 

=  .  ..sâï,  les  k  preniires  des  éfwitioiui  (<M)  devieadroiit  identiques.  Pour 
«voir  les  éqnalloiis  nécessaires  dans  ce  cas  soit  ponr  abréger 

^y{9  »*> — V(g>,«) = A*- 
L'expression  - — ^— doit  «voirvne  valenr  Inie  en  bisant  »s«  .   De  la  on 

tire  d'après  les  pnaci|>es  ilii  calrnl  liitférenticl,  les  k  équations 

43)      A*,  =  0,  k'x^  =  0,  k'x^  =  0, . . .  as 
et  ee  sont  dles,  qu'il  fiwt  solistHner  k  la  place  des  éfnations 

)la?=0^  Xsf^snii, , , .  )iXk=0, 
dans  le  cas  oi     =    s= . . 
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XVI 

N9te  9Ut  quêlquêë  fmruuiéâ  êtiiptifueê. 


*sA  présenté  pînsicnrs  formules  qui  tiennent  au  développemeut  des  fonction» 


J 

elliptiques  tpa.  fa,  Fa,  dans  le  cas  où  les  modules  «  et  r  sont  roels.  Il  sent 
facile  de  tirer  de  ces  formules  d'autres  formules  analogues  pour  le  cas  où  ^ 
est  une  quantité  négative.    C'est  ce  que  nous  ferons  voir. 

Soit  pour  plus  de  simplicité  c=l.    Cela  posé,  si  l'on  lait 

i)      ».=/'(-_*.>  .à  »=i._^ 

M  IropTOTa  dSÊétÊOÊtf  en  vertu  de  la  définitiaB     lâ  fùodton  f,  qie 

en  faisant 


V  (!+«»)' 

Donc  le  module  c  est  plus  petit  que  ruuité,  et  comme  on  n  6=  6 
■era  son  complément  * 
Ou  trouvera  aussi 

n 

 ,  ds  A /*'*'.  

n 

»  "  Je  v^(l— *»Xl— *''')~  ' 
Si  l'on  fait 

4)  AH  y«  =  V^(l—«*^'«). 


5) 


et  en  faisant 

jr  » 
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ou  a,  en  verla  de  (3) 

7)  ^  =        tàiszibu',  a=iba'. 

Considérow  nudatenant  d'abord  U  foramle  (18^  pag.  Slfl^  dmme  la 
valeur  de  /%r.   Pour  en  tirer  celle  de  la  fonction  Ao,  il  saflt  de  nMn  ^«m 

à  la  place  de  a.  f  àiBoaft  a  =  Y     h.Q  et  pour  abréger, 
'  ♦»  w  • 

_ —   n 

O'  9 

()  =  e     ,  r  =  e       :  . 
alors  ia  lormule  donne  s>ur  le  champ: 

cA 

Qr\  ^   r)(l-*-i*)... 

Or  on  n 

et 

(1+         +  (çr-—  t.-»  .r-+»)»  =  (1  +  çVr»-)  (1  -f-ç"" .  r*-+*), 
par  eonsé^ent  TexiirMsion  de  X9  deviendra  en  développant: 

%\     Xd  —  A    ^-P'  T-P-'-»-*      l-p'.r*  l-p-».r« 

•  1  +      '   l  +  p»ra  *    l  +  p-«.r»"    l  +  p«.r«      l  +  p-».r*  "* 

Aveo  la  mène  facilité  on  tirera  den  deu  fomnlcn  (184)  et  (iW^  en  y  làieant 


(1  -p.  .       -p-^  .  rXl-p*.r»)(I  -  p  «  ■  r») 
(1  ^p-^.raXi  +  p"*-''*)(l  +P*-'-^)(»  +  ?"*•''*) 
.     ii\  J.L?P_    (1  H-  P^  0  (1  ^  p-^  -OCl  -l-  P».r»)(l  +  p-^.r») 

OÙ  yj',  ^*  sont  données  par  les  formules  * 

•  '  —  (i-r)(l_r»Xl-r»)...* 


15)  1/^-4^: 


+  r*)(t  +  r«)  . 


(l  +  r)(l  +r')  (!+/»)... 

On  pourra  trouver  d  autres  expressions  pour  A,  A',  A"  encore  beaucoup  plus 
elmples  et  «Joi  donneront  des  formules  très  remarquables. 
Si  l'on  (ait  daos  la  formule  (9): 
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aoi 

on 


et 

-ni- -s» 

donc  eu  substituant, 

1  +      1+*''  V 

é'est-A-din^  de  Twtn  de  la  foramle  (8) 

i— il* 
-—if-. 

Eu  faibant  dans  l'expression  de  1^: 

01  e 

et 


dou  l'oa  tire  en  vertu  de  (12): 

EUn  ei  Fen  fttt  daw  la  femnle  (11)        ^,  on  fnmvera. 

donc 

et  par  suite 

Be  ooi^anut  ces  valenn  de  ^  A  ^  PÏ«»  ^ 

fonMilea: 

**)  — T?7  iTrr  -ïT^r  -  '» 
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15)  Vi-K«.V'r.i±:1.2±^.|ti.... 

16)  y6  =  V^.Vr.l^.:^.J^.... 
«Umt  rane  Mt  une  Buite  des  deox  autreik 

Si  dans  FeipraMim  de  iS,  »]|tès  «rdr  dlvlié  le»  dens 

an  bit  08S  0,  et  qu'on  renarqne  que 

^=1,  pour  fl  =  0, 

oo  obtiendra 

*V      •'•'•r  K  —  (l+r")(l-|-r«)(l+H)...* 

De  là  OD  Uré,  en  mbstltQnt  le  valeur  de  p'e: 

ifi\  i/o'  _  (l+r)(l-r-^)(l+r-^)(l-r*)... 

^  r  K  —  (1— r)(l  +  r«)(l—r»Xl . 

S5S  (1  -fr)«(l  +  r»)«(l  +  r»)»..  .X(l  —  r')  (1  —  7>*)(1  —  r«)  . . . 
==((l+r)(l+r«Ml+r») ..  0^  (l+r)(l+r«)(l+r»)...X(l -r)(l-r»Xl  ^ 
A  l'aide  des  formaleB  (16^  14,  18)  il  est  facile  de  trouver  fexpressioa  des 
produits  inGam 

(l  +  r)(l  +  r»)(l  +  r«) . . (l_r)(l  — r«)(l-r«> ., . 

En  effets  ai  pour  abréger  on  fait 


et  qaon  ait  égard  à  la  formule 

(.-.)(.J.X.-»...  ^d+rXl+^-Kl+r') ..  .^P-A 
les  fomnlea  (14^  16)  donnoront  nur  le  èhamp: 

M  Ton  tire: 


^         ^    VU^e^J>  ^^^^ 
Cela  dénué  les  produite  P  et  P*.  En  les  multipliant  entre  enx,  il  Tiendra: 


ta 


21)       (1 4-  r)(l  +  r«)(l  +  r»)(l  +  »•*)...= 


«  a4 


Digitized  by  Google 


ao3^ 

De  même  la  tonuale  (18)  donne,  en  sul»stituant  les  valeurit  de  /*,  P*: 
}/^  =  /»./".(l-.|.Xl-r»)(l-r») . . 

et  de  là: 

M)       (l-.,^l_r-Hl->)...  =  .^^^  1/°'  > 

formule  due  à  Hf.  Jarobi  (Tome  III.  pag.  \9Tv  du  jonrnal  de  M.  Creffe,  on 
ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très  remar^uaiiles  et  trèu  élégaates). 

Des  formules  démontrées  précédemment  on  peut  tirer  aisément  an  grand 

nombre  d'autres. 

En  voici  qaelqaes  unes  des  plu»  remarfnables. 
Si  Von  fiiit  pour  abréger 

25)  y  =  /'", 

on  aura 

*  \ti    /        s/e  ^  1—2-/  cos2x  +  f«  1  —  2y»  co«  2j- +  7* 

'  Vit    /         r  c  *  1  — 2f  co82i-  +  9^  l — CU8 2j- -t- j* 

26)  î"^!! 

dés  formnles  ont  été  dédnites  respeetivement  des  formules  9,  tij,  en 
«fcnngemit  «  en     et  en  frisant  ensuite 

En  rnmpara&t  ces  valeurs  avec  eelle  que  M.  Jacobi  a  données  pour  les  mê- 
mes fonctions  à  rciiilmil  cité,  on  parviendra  à  des  résultats  reinarcjuabies.  Sa- 
voir, en  faisaut  dans  la  formule  (."5)  de  M.  Jarobi,  h  —  ç,  on  aui'a: 

1  4-  8y  co»  2jr  -f  ay*  co»  4g  +  2y*  co»  6j  +  . . . 
1— ^CM  S*  «h  Sf*  8M       If"  cm  8»  + . . . 

I  (1  +2yco»2x  +  y«)(l         co»2jr-hy^(l  +  2?»  coi  »f  4- y»»). . . 

formule  qui  doit  avoir  lieu  pour  des  valeors  ^ptelcou^ues  réelles  de  x  et  en 
supposant  q  moindre  que  l'unité.  • 

En  prenant  les  logarithmes  des  valeurs  de  A  ^-^4?^  etc.,  on  trouvera  q»rès 
quelçies  fdductions  faeUest 


27) 
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28)    logi(^«)s=loga-41ogc-i.^,i»+  log»ta* 

+  2  (cos  2ar.  jl- +  Joo84ar .       +  ^  cwfe.        + . . .), 
89)  log  A'     j;)  =  logS  + 1  log>— ^  1og«— ^     »  +  logcwaf 

30)  IogA-(^:r)  =  |logft+4.(co8  2x.^+ico86x.j^  +  ...). 
Ed  làîsaut  jr  =  0,  on  trouvera: 

Eb  posnt  daw  les  foimides  (206)  et  (207)  pag.  290:  aa=l^^^M 

trouvera  les  expressions  suivantes: 

33)  *(^«)  =  -^  Kî  (»to*.~  +  «»3*.pL  +  8i.5».jî^  +  ...), 

Ces  formules  offrent  peut-être  les  plus  simples  expressions  des  fonctions  eliip- 
tiqses  en  qnmthéB  comniei». 

Voici  encore  deux  autres  formules,  qu'on  déduira  des  é«[uatious  (lùi)  et 
(205)  pag.  219,  en  y  faisant  «  =  y  —  <ux: 

•fc  r  signifie  la  mène  diOM  que  précédemment 

Il  y  a  à  tcmaffMT  foe  les  qatstités  r     f  sont  liées  estre  elles  pur 

réfoation: 

37)  log  r .  log  =  »*. 

A  Yâlih'  des  expr(*K$;ions  des  modules  c  et  b  données  plus  haut,  on  pourra 
trouver  une  relation  générale  entre  les  modules  de  deux  fonction  elljptii|aes 
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qai  sont  rcdactibles  l'ane  à  l'autre.  Eo  eflet  on  pourra  démontrer,  etMM  Jt 
l'ai  fait  (voyes  pag.  285)  que  si  deux  font^ons  eliiptiqpias  réettes: 

38)  ^m^/^^n^^M^y  ^t**»*)— /-TôzSsjîr)' 
imi  le*  modnlm  û  ei  &  wmt  MOindrei  que  l'imité^  peuvent  être  lédoitM  fwn 
à  l'aotre  à  l'iUe  «Tue  raladon  algébiifne  entre  ein    et  eln  0*,  onpevttromw 
denx  nenbiee  eefieis  m  et  %  tels  fM  Véfnâam 


✓(1— «*abi«l)  «f*  «^(l^A^rin**) 


T  rf9 


V/(l— é^Kiii'S)   «fo    v/(l  —  r'»iim*6) 
aoit  satisfaite.    6'  est  le  complénieot  de  c*,  savoir  b'  =  y  {l—e'^ 

Si  cette  cooditien  est  satisfaite  on  pourra  toujours  déterminer  sin  0* 
èrifumait  en  def  de  aenlère  qne 

40)  F{tf,9^^m,F(e,9i, 
eb  «  est  m  eeelkieit  censtsst. 

Cela  posé,  désignons  par  »%  «P,  r*,  ^,  les  valeurs  de  «V  r,  y,  fid 
répondent  a*  modale     «i  snra  en  vertu  de  la  formulo  (14): 

(l+r')(ï+r'»Xl+r'»)...* 

eb  f'se  ^  .  Biais  rëqoslion  (38)  donne: 

o*       m  o'' 

donc 

cest-i-diie: 

n 

r*  =  r". 

Donc  on  a  ce  théorème: 

Vk»  fmeHm  elHptique  rMÊ»  éhmt  proposée,  H  mm  m§iuh  e  ett  dumé 
fm  In  formdti 

on  aura  £s  module  âê  tmU  mOr»  fmettm  ellipti^m  rdMfo,  rAAneflftfo  à  le 

n 

prmUn,  m  meUmU  m  tien  de  r  la  pmiumee  r"«  ok  m  ei.  m  sont  demie 

39 
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fm  C  U  moAde  de  la  nouvdle  feneUm: 

(l +rî)(l ï)  G • 

En  faisant 

«)  ^.=K£.v',.i±l-.ii^.i±ii... 

m  awa  encore  la  fonnule  suhraste: 

Dans  le  cas  particulier  où  le  module  c  est        on  a  e'  s  «a'» 

r  sas      =  f . 

ne  là  n  sntt 

IIS)  |^.=l=^l!.kz-^Mz^... 

'  1+^»^'  l+r^« 

te  4n  M 

•——  y      4  ts       .  — ^— —  •  — — — -  •  •  •  • 

l  +  e' ^     1  +  l  +  r'S" 

OÙ  fi  est  tm  nombre  rationnel  quelconque. 

An  reste  c  ponm  toi^oiirs  être  ej^riaté  daDe  ce  eie  en  tenn»  finia  à 
Taide  de  radicaux. 

Si  Fou  mppeae  if  =  e^  eo  a  e'ssè^  aFs«f,  makn 

ma'        u'  ' 


a* 

De  là  nous  conclaons: 
Si  det(x  foîictions  elliptiques  réelit  s,  <hmt  les  modules  sont  leurs  com- 
pléments réciproques^  peuvent  être  réduites  l'une  à  Vautre  le  module  serm 
donné  par  la  formule: 
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46)  i;'e=^J=îil^.]z:f^.]:zr^ 
*         .  l+f-«»'»»  l+r*'*'!'  l+r*«*'«^ 

caM^Uneiil  i  pur  celle-oi: 

47)  1^*=  î=î^5.  IzlJl! 


•fe  |i  ait  n 

Nous  ajouteroas  qu'on  a  en  mt^me  teinim: 

oè  J:  est  an  aulxe  ucmbre  rationoeL 

Ceb  doaM  temMtaleiient  le  Ikéortne  «uhrMit: 

Éffi  .  <^ 

ftff  intpgrahJt'  alyélti  ujnement,  il  faut  nécessaij-ement  que  le  coefficient  a  soit 
égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel  et  positif,  en  sup- 
poÊOtU  fMT  Im  qÊumiitéê  A,  et  m  imSeia  rédteÊi  êt  H  u  eêtu  fwrm, 
m  fmirrm  truaver  vm  ii»fi«Ué  i»  mdatrt  mumimMm  jmtr  A,  B,  C. 


Nous  terminerons  ces  remarques  par  la  démonstration  d'une  formule  curieuse, 
qu  uo  tire  de  l'équation  (20)  savoir  de  la  formule 

(l +r)(l+f*Xl  +*•)...  = 

£a  y  changeant  c  en  6,  6  se  changera  en  c,  et  r  en  q,  donc: 

En  comparant  ces  formules,  on  voit  que  l'équation 

so)  ^  (i^-rXl+^^Kl^-»')...«î^(l+^Kl^-f•Kl+^r).••. 
a  lieu  toutes  les  fois  que  les  quantités  r  et  y  sont  moindres  que  luaité  et 
qu'elles  sont  liées  entre  «He»  par  réqaatUm 

logr  .logf =«■. 
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11  e&ibte  im  graod  aoiubre  do  rciatioiu»  iiumblai>ie8  entre  f  et  r,  par 
ttênplo  la  suivante: 

qni  est  due  à  3lr.  Ckaud^  (Bxerelee*  de  mrfilrfwitKpiei).  OBfmufni  la 
dédairo  de  la  fimnalc 

donnée  par  Mr,  JauH»  ca  y  dn^^Mt  «  ei  à. 
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xvn. 


fmutÊBm  d^^ifne  par  la  subsiUtdion  d'une  fonction  roHmutdh  dmt 
le  degré  ett  vn  nmbte  fTénâer  demi. 


Soit  jpour  abréger 


2)        '  *L  =  a.i^ 

f  A'  A 

eu  y  substituant  pour  y  une  fooctiou  rationnelle  de  x  de  la  forne 

•ft  fN-|-l  wntlmpnwiier  et  m  mxAam  un  des  eoeficieut  ^aiiH  ^  ^« 

«■t  liiiSreDt  de  iéi«.   Bo  tnppoMii^  ce  fit  «it  pcnrii^  It  ftwilloa  piéeédente 

fédiite  à  m  (Im  itople  esiiiessiep»  noi»  dirooii  m  tnutdîmM  eii«.^ 

pir  le  «diBâtatiom  iW  femslieii  du  degré 

D  s'agit  iiiaiiteiiaat  de  tromer  tralet  les  vikan  dUttoeites  de  ^  ^  ré- 
pondeat  à  la  atee  valenr  de  Sm+I*  81  Ton  fidt 

et  qu'oD  désigne  par  AO  une  fonction  de  0,  telle  que 

8)  <I0  —  ^  pour  ;r  =  20, 

et  en  entre 

il  mit  tamédialeBwirt  de  ee  que  j'ai  <Ut  snr  le  preblène  gdnà»!  de  latnBafor- 
■■lieii  des  fnietieiHi  elUptiqmB  daaa  le  mtaeire  XIE,  ipi*oa  aatiafera  de 

h  «anière  la  phui  géMe  à  I équation  i?-  =  « .     d««ile eaa eft  «..^ 

en  prenant 


SIO 

j*-=**M..[A(»+«).A(|.+  2«)...A(^+»«)]\ 

(«=^.(A«.iCto>...i(i»))". 
ob  «  4Bst  vue  quantité  de  la  fimie 


6) 


2n  + 1  ' 

m  et  étant  deax  entiers.  Maintenant,  ayant  trouvé  cette  solution,  il  suit 
encore  de  la  formule  (SI)  du  mémoire  cité  que  toutes  les  autres  valeurs  de  y 

aeront  de  la  forme  ^\^'^-t  où  y  est  donné  par  (o),  et  f^,  f,  g,  g*  sont  dea 

«ptantités  conttaatea  qui  doivent  satisfaire  à  l'éqnàtion 

'o  ')(«+^-)(»+,-fT0T-)O+.-^-) 

=  (1  — ar«)  (1  — e^V). 

Cette  équation  doine  yiagt-qiiatie  nyatèvea  de  valeviv  diihealea,  On  tronv» 
ainsi  qu'à  chaque  valevr  de  u  répondent  24  valenra  de  y  et  dewe  valeura  dv 
modale  i^.  filais  eomme  les  valeon  de  y  sont  deux  i  deoz  égales^  nais  de 
signes  eoatraires,  neas  if «i  eompterons  qiie  deiae.  Par  h  même  raison  nous 
léd^rons  le  nombre  des.valenrs  de  ^  à  six.  Cela  posé^  si  Ton  fidt  posr 
«liréger: 

|e  =  c-+i[A  (y  +  a) . . .  a(|-  +  ««)]* }  <ïs=  «*tè(il«.A(2a) . . .  A(jw))» 

on  trouvera  aisément  ces  valeurs  correspondantes  des  trois  quantités      o,  y: 

I.       n.        m.  IV.  V.  VI. 

-I—,.       1      /i-»V     /i+«V     /'^-«•Y  f^^*^* 

«==±7»  i'î'.i-f  ±^{1+^^11% "f^i-tifh 


8) 


9) 


(otisV^— 1). 
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On  voit  qu'à  cliaque  valeur  de  r'  correspondent  deux  valeurs  dUTérentes 
de  la  foDCtion  y.  Maluteuaut  ai  Voa  attribue  aux  nombres  m  et  m*  des  va- 
leurs entières  quelconques,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  de  notre 
pnblèBe.  Or  purmi  c«s  mlaUiMS  fl  n'y  nira  qu'un  nomlwe  loi  qui  seront 
Mérenfes  entre  elles,  dierehois  d'abord  les  solnttoss  différentes  qui  répon- 
dent an  premier  cas,  savoir  c*  =  «*  et  y  =  ~  Pour  las  trouver  soit 

<ï*  une  valeur  de  a  et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y,  p,  i\  â,  e 
par      p*,  t^,  d^,  ê^    Cela  posé  U  est  évident  que  si     doit  être  égal 
on  doit  avoir: 

» 

Or  «m  vertu  de  (8)  on  ne  pourra  avoir  j^sap,  à  rooinâ  que  les  quantités  A*a, 
A'(£a)^...  A*(]ui)  se  soient^  quoique  dans  un  ordre  différas^  ^jilcs  à  c^es^i: 

Soit  donc 

oit  /i  est  moindre  que  7;.  Ou  en  tire  Aa^  =  A(/ia)  et  de  là,  en  vertu  da 
théorème  II.  du  aièmoiie  XIII: 

^  n     -|- it^tt^  ± /ict, 
dÉ  A  flt     désignent  des  MNnIirM  entiers  qaefeonfnes.   Cda  denne 

AV«')  =  **0*Vo), 

etfo&ifne 

et        1  est  en  Mnlne  premier,  il  svh  que 

Donc  les  solntiens  qni  répondmt  à  »  et     sent  préelséBent  égdes  en^ 

tre  elles. 

Soit  d'aberd  M^ssO  en  serte  fpe  «s^^. 

Si  Ton  Ut  ib^sO^  et  fn*en  détendne  les  nMdires  A  et  |»  de  h 
ère  à  satisiaixe  k  PéfUtien 

on  aura 
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Oi  voit  par  tt  «pie  la  aolutioii  qui  répoad  k  a  ^  ^ 

eelle  qui  répond  à  u  =  « 

SnppOBOOi  Maintenant     diffiéfent  de  zéro,  on  aura 

H  r<m  détembie  les  deux  nombrai  entioni  |»  et  Âi*  par  Vétfitâm 

-*-2:t*+1  2ï»+1» 
et  A  par  celUHii:  k±^=se^^ 

oA  »  eat  poallif  et  molBlre  qne  C»-^  1,  en  ann 

,  +  vu  t  . 

H  ssss  —  • 

2n  +  l 

Ou  voit  de  là,  pour  toutes  les  valeurs  diflërentes  de  v  et  il  suffit 
de  donner  à  a  les  valeiira: 

^      2«  +  l'    2aTl'    2bTÏ'    SmT*  *  *  *  "Ïi+T' ■ 
Or  tontes  les  solutions  ainsi  obtenues  seront  effectivement  différentes  entre 
elles;  car  si  l'on  attril)ae  à  (t  et  h       deux  valeurs  différeatefi       la  série 
îi  est  clair  ^'on  ne  pourra  satisfaire  à  l'équation 

a*  m  Au  4"  ^^^^  i:  ^**» 
qui  exprime  une  condition  nécessaire  de  l'identité  des  deux  solutions  qui  r^MB- 
dent  à  a  et  &  ce*. 

Donc  le  nombre  des  solntîons  différentes  qni  répondent  k  y  =  A.  ^est 

2n-|>^  Maintenant  si  lou  atlriltm;  à  a  toutes  les  valeurs  (10),  les  formules 
(9)  donneront  1 2. (2«-}- 2)  solutions,  et  il  est  évident  qnc  tontes  les  l£.(2n-f~2) 
valeurs  correspondantes  do  y  seront  nécessaiienieut  différentes  entre  elles. 
Cependant  il  ne  répond  a  ces  2A,{n-\-i)  solutions  que  12.(»-{-l)  valeurs  da 
Il  ftrt  ebMirer  qae  la  eoedwieii  préoéleele  iTa  pae  liea  pow  le 
partfcnlier  olk  «ssO.  Ba  efe^  daM  ce  eae  y.  m'aura  «pM  deoe  valem 
«fifférentea^  car  le»  deux  valeam  asttS  ansfaellce  dan»  ce  cas  ee 

rédnleent  le»  quantités  (10^  donnèrent  peur  y  nne  ndne  Talenr»  savoir  ]r= ar. 
Il  fint  nnnanpwr  ^alément  qne  le  Modale  e  ne  dirit  avoir  km  valears  adro  et 

rmdté.  Dass  ce»  cas  la  fonction  J*^  n'est  plus  nne  fonction  eOiptiqae,  Mais 

drcnlaire  on  logaridiMiqne. 
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SIS 

On  poam  mettre  les  huit  dernières  valeurs  de  y  (9)  sons  une  antre  IV) r- 
me  qui  «'st  a  qnelquc  égard  plus  cli'gante.    En  effet  on  pourra  deuiuiitier  qu'on  à 
f tJ  -  (1 — X . |/"<r) (1  —  2A-, . ^  +  r .  j:')  (  1  —     V^c. * 4- c**) . . . 

-â^  K— 1=(1— *K— car— car*)  (1— 2*;^— cjr— <r*%. 

...(!_  U\V—  r,r  —  cx^). 
En  changeant  le  signe  de  ar,  on  aura  di  s  ('xpi  r  ssions  semblables  pour  i>-\-ô:p 
et  V     à. p. Y'— ^-    Lies  quantités  k^,  /c^,  /r,,  ...Ar.  sont  données  par  la 
formule 

PareilleiMnt  on  a  • 

«à       désigne  la  quantité 

Donc  le  numérateur  et  le  dénominatear  de  la  fraction  (3)  foi  ex|iriaie  la 
valeor  de  ^,  se  trouvent  décomposés  en  facteurs  dans  tons  les  cas. 

Bans  le  cas  où  le  module  c  est  ntoindre  que  l'unitr,  les  éfjnatîons  (9)^ 
nou§^  font  voir,  que  généraleuient  les  modules  des  transformées  sont  iaujgiiiai* 
res,  excepté  ceux  qui  répondent  à 

^        o    ^»  .  — •> 

et  en  néaie  teap»  à  l^ne  des  aelotions  1.,  IL,  1IL»  IV.  Il  a'y  a  dene  qaa  M 
aiodnles  rfols.  Si  l'on  ne  désire  que  ceux  qui  aoal  moindres  que  rvnité^  gn 
n'en  aura  que  quatre.  Cependant  II  poonra  arriver,  c  ayant  des  valeurs  par- 
ticulières, qu'un  plus  grand  nombre  des  modules  transformés  sont  réels.  Je 
fer^i  voir  dans  une  autre  occasion,  comment  on  pourra  troti\'pr  toutes  ces  va- 
liMirs  particulières.  Pour  le  moment  je  ferai  connaître  une  manière  d'expri- 
mer toutes  les  valeurs  du  module  c*  à  l'aîde  de  produits  infinis. 

Si  e  est  moindre  que  l'unité^  »  sera  une  quantité  réelle,  aa  contraire 
sera  ima^aire  ;  car  ou  a 

c'est-4dlK^    ron  ftit 

40 
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06  «  est  mus  quotité  réelle  conuie  «.  Cela  ]»OBé  les  fti-^^  vahnii  4e  • 
deTtendroni: 

Il        01 +t»  m+{lH+l)u 

SBmr»  toîT*  sîî — 

A  11  phoe  de  ces  vsleors  en  po«m  anssi  nettre  ceUes^i: 

o  ai        ai-f-2u       ai+4o  ai+4no 

ShT'  tn+i*   "âï+r*    3114-1  '  âS+T"' 

Ea  faisant  c  =  1»  =  4-  (formule  199,  pag.  217)^  et  mettant  ensuite 
Awct  to  an  fien  4e  «•  et  «,  et  esfia  11  =  6^.-^  — %^  on  trouveis  Jâssf»  et 
la  fimuole  denBen  ea  vertu  de  qvelquee  rédoctioas  fadlea: 

12)  W  =  4,f-ff.sln(^o).  L—  ^"-4  ^ 

s 

Pour  avoir  la  valeur  de  «  ^  il  sdiit  de  chercher  les  valeurs  de  -f*  «), 
^  (y  +  •  • .  ^  4*  an  mofen  de  la  formule  précédente,  et  de  les 
moltiuUer  ensuite  entre  elles.    D'abord  si  l'on  fait  a  =  — ^  on  trouvera  aisément 

De  néne  si  rou  fait 
sbr^iw 

d,asc«s +  V^— 1 . Sin^, 
à  cette  formule: 
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Donc  on  voit,  que  pour  avoir  toutes  ies  valeurs  àn     Û  suffit  de  ffolistitiier 

dans  l'expresbioD 

15)  i.Vq.  .  '  ')f 


1  t  1 


au  lieu  de  q,  2«  + 2  valeurs  y'-^  '  ,  7'"+»,  (\  ff^"^',  r)^  d^" .         où  1, 

d,,  d*, ...  sont  les  raciûes  de  Tcquation  ()*"+^— 1.  Deux  si'ulentent  des  va- 
leurs de  «  sont  réelles,  savoir  celles      répondent  à  la  substitutiun  de  jr***^ 

et  f^,  ifeaMke  à 

o      .  0/ 
«=  et  a  = 


n  suit  encore  des  formules  précédentes  qiie  toutes  les  2n  -|-  £  valeurs  de 
ê  sont  nécessairement  diflérmtcs  entre  elles,  excepté  peot-é<ro  pour  les  cas 
de  valeurs  particulières  du  modiili  r.  Ayant  trouvé  les  valeurs  de  f,  on  aura 
celles  du  module  à  l'aide  des  1  ifions  (0).  11  y  a  à  remarquer  que  Tex- 
pressioQ  (1^)  est  précisé iiiint  la  v;ilt m  (!e        comme  on  peut  le  voir  en  fai- 

sant   =         Dans  le  cas  où  l'on  suppose  y  de  la  forme  —.v,  le  module 

nlvint  L  (9)  sert  égal  4     donc       =  r.   Par  conséquent  dans  ce  cas 
le  module  c  se  changera  successivement  dami  tontes  les  valeurs  dn  module 
ai  l'on  remplace  dans  la  formule 

«»fl       «H-l       9H-1  Svfl 

q  pic  ^\      .  'iKft  aîK*. . . . 

Ce  théorème  s'accorde  parfaitement  avec  le  théorème  énoncé  par  Bfr.  Ja 
cobi  dans  le  tome  111.  pag.  195.  dn  journal  de  Mr.  Crelie.    Seulement  à  l'en- 
droit cité  la  fonction  de  y,  qui  exprime  la  valeur  de  \/ c,  est  pn-seiitéc  80U8 
une  autre  forme.    Donc  on  trouvemit  immédiatement  le  théorènte  de  ce  géo- 
mètre^ si  l'on  pouvait  par>enir  à  démontrer  l  identlté  des  deux  fonctions 

On  pourra  encore  démontrer  qu'on  aura  les  2jï-\-%  valeurs  de  c*,  en 
mettant  dans  la  formule  , 


40 
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iH-i      SM-I  •<M4 

les  ipmatéB  d^r,.,,i^r,  a  Um  de  r,  h  lettre  r  M- 

u 

_-  ÎS 

s^^mhI  le  fnntilé  «  "  .    Donc  cette  quantité  est  liée  4  f  par  réfnalloii 

'^(t)'»«(t)=-'- 

Pour  aveir  la  valenr  ds  eoefflcient  «  Il  Iwt  eomialtre  celle  de  â  (8).  Or 
sa  feorra  la  dédoire  aiséstest  de  la  fimnele  (IS)^  es  jr  btaaat^sss,  ftm,,,mu 
On  trouve  de  cette  modère  que  les  valeurs  de  â  qui  répondent  respectiTeaieBt  à 

~~2«+ï'  â^rrï'    2ii+i  *  iî+T"* 

sont  égales  à  la  valeor  de  l'expression 

,1»)  ,=t.i.K,.(l5£.|E^...)'. 

t»ft       «ii-fi       4»fi  ««fi 

en  y  supposant  au  lieu  de  y  les  valeurs  q*^\  Yit  Wi*  ^JKy»  •  •  •  ^l'V^' 
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TMorème  géMéràt  mt  la  transformaiion  des  fmetimu  àBl^^tiquM  de  la 
eeeende  et  de  la  troUième  espèce. 


i  oae  intégrale  algébrii|ae  f{y,x)=^0  satisiait  à  réfOAtkm 


où  yf,  B,  n  sont  de»  çpianun'is  doonées,  A\  B\  m,  A  des  quaniités  constantes, 
luucLioas  des  premières,  et  p  uue  certaine  fonction  algébrique  de  y  et  x.  II 
mt  trè*  nnàrqnable  qne  les  panuètres  »  et  m  mi  liée  entre  eu  far  h 
mène  éfaatloo,  ^  y  ei  x\  wmok  f{m, ») sO.  Dans  le  cas  eft  11  eat  inAal» 
le  premier  Bwmlnre  deviendra  sealeaient  «ne  fenetion  de  In  neeonde  espèce  et 
dans  ce  cas  on  pencm  démenirer  qae 

oii  V  est  une  fonction  algébrique  des  variables  x  et  y. 

Ati  rc^ic.  il  est  aisé  de  démontrer  la  formule  (a).  Il  n'y  a  qu  ù  ditTérentier 
iéquation 

par  rapport  an  BOdule  c.    Je  me  réserve  de  donner  dans  ni 
des  déveleppemens  pins  étendus  snr  le  théocème  ei-deasas. 
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formule  donat'f  par  Mr.  Jarobi  dans  le  tome  III.  pn-r.  86.  dn  journrïl  de 
31.  Crelle  peut  <Hrc<  étalilie  facilement  à  l'aide  d'un  tliéorctiie  ^ae  nous  aUuiis 
démontrer  dans  ce  qui  muïL 

Ea  faiirat  =  Xy  ok  anra»  eo  veita  de  «e  qn'oa  a  vu  «tons  le  {.  IDL  io 
némolre  XD.  pag.  1S7, 

I)  ç(f»4.1)«  =  JI, 

oii  JI  est  DBC  feaettflB  raftonBeUe  de  »,  le  namdrateur  étant  du  degré  (£m^-1)* 
et  le  dénominatenr  dn  degré  {pt-^X^ —  1.  L'équation  (I)  est  doue  du  degré 
(^■{'if  et  ses  radnea  penveat  être  éx[)rinn'e.>>  par  la  formule:. 

ea  demat  à  a»  «t    taotea  les  valeara  eatièrea  d^an»  aére  jaa«|a*4  fn  iaeL 
Sait  penr  abréger 

rczpreaaioB  des  radaes  sera: 

4)  jrs=9(ft^aMt  +  f*i'>- 
Cda  pae^  noas  allons  démontrer  le  théorème  solvant: 

Théorème  f.    Soit  V'9  une  fonction  entière  quelconque  de  la  qtinnfité 

y(Ô  -|-  yni'  ~f-  "i^)  qui  reste  la  même  en  changeant  0  en  6  +  «  ^  4" 

Soit  V  le  plus  grand  exposant  de  la  quantité  ç9  dans  la  foai^oa  V'O  on  aura 

toojoors 

5)  V'0=/'  +  Ç-A2n+ l)6.F(2/<+ 1)8 

ail  j»  et  f  sont  deux  fiwettoaa  entUret  de  9(2»  -j- 1)0,  la  preaiière  dn  degré 
V  et  la  seconde  dn  degré  y  —  S 

Dimoiuiratkm.   En  vertn  de  la  fonnnle  (10)  pag.  i48.  on  a 

nikA.maMuâ\  ^^{ma +  [>■?)  ■  ^X'"^  +  ixg)  +  9(>ntt-f  tift)^.Jt 
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Cela  fait  voir  ipic  ipi  poom  s'expciner  ittimmeUeneiit  en  9I  «t  f%*Ft 
Or  le  carré  de  /(.FO  est  ratiomid  en  (f^.  s:; voir 

(^e.F9)«=  (1  —  cV'o)  (1  H-  ev^), 

donc  on  ponmi  faire  en  sorte  que  l'expression  de  i^O  ue  contienne  la  ipiantité 
f^,F%  qu'à  la  première  puissance.    On  pourra  donc  faire 

OÙ  Vi(t^)      V'i(tO)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  tf%. 

Si  l  oti  met  lo  —  G  ù  la  place  de  (»,  ou  aura,  en  reuiarquaat  que  çi(<o — 9) 
=  çÔ,       — 6)  =  — A  -^(w— «)  =  ^«: 

Des  éqoatiiMis  ^  et  8)  oa  tire: 

ComUéroM  îTabonl  la  fonctfon  f En  y  mettant  Ifrade  1^11 

viendra:  , 

^,(^(0  +  "))=  ^(«(0  +  ")  +  — 
or  on  a  1/^(0 -|- a)  =  ^0,  et  par  conséiiaeDt  aa»si,  eu  mettant  u  — «  — •  an 
lieu  de  0: 

c'est-à-dire 

V'i(y(0+«))  =  V*(çO). 
On  aura  de.  h  «Ame  mnièret 

La  première  de  eca  éfutUma  donne,  en  mettant  aaoeeanivementH-«i  H-^m» 
...an  lira  de  $: 

•à  m  est  un  nombre  entier  qoeloon^e. 
La  eeeonde  éiputlon  donne  également 

d*oû(  eu  nu-ttant  0     ma  au  lieu  de  0,  et  ayant  ^p:ard  à  l'é^aation  (11)  on  tire: 

12)  tf',(7  (0  4-  !««  =  v<,(»9). 

Donc  la  fonction  rente  la  mi^nie,  en  y  substituant  au  lieu  de  ç>0  une 

autre  racine  quelconque  de  réquaiion  (1).  En  attriljuaut  à  m  et  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2»  et  puis  ajoutant,  la  formule  (12)  donne: 
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Le  second  membre  de  cette  éqaation  est  ue  foDCtioo  ratUnmeUe  et  «ymé- 
trique  des  racines  do  l'é«iiiation  (1),  donc  on  ponrra  rcxpriraer  rationnelIentMt 
par  les  coeflicietts  de  cette  é^atiun,  c'est-à-dire  ea  f(2»-|-l)l.  SoU 

la  quantité  p  sera  une  fonctiou  nitionneUe  de  ç{2n-^l)^.    Or  je  di»  t^ue  p 

8era  toujours  eotier.    En  eûet  Boit  9>(2tt<4-l)9  =  y  et;»=^,  où  p'  et  q'  soot 

des  fonctions  entières  de  ?/  sans  diviseur  commTin.  Soit  y  =  7 (2/»  1)*  wne 
racine  de  l'équation  q'  =  0:  la  quantité  =  ^  (i/:>6 i^t(fi> — 6))  sera  infinie 
en  faisant  0  — d,  donc  on  aora  V(î  4"  V  ('^''  —  ^)  =  rî'-^  maintenant  il  est  évident 
par  lâ  iurnie  de  la  fonction  f%  «juu  cette  équation  ne  peut  subsister  à  moins 
qu'une  fnantlté  de  la  finrae 

qi^+mei+pfi)  ou 

B*ait  une  valeur  infaie.  Soit  done  ^â'\-mu'^/tfi)  =  ^  oa  aara  m  vertn  de 
réqaattoa  (30)  fag.  I5S: 

lA     et    août  des  amalma  entien;  or  cette  valeur  de  9  donae: 

9^i)a=v(((«»+i)»'+«-a«>+((«»+i>i'+»-^i»>i<+  ï+  lO- 

eroBt4-dira  <8a  pag.  ISl.): 

fiUs  oala  eat  iaiffoaailile,  car  uae  raelue  queleompie  de  fdipuitioa  ^'sO  doit 
être  finie.     On  trouvera  égalen^nt  que       —  d-f-aw-f-fi/^ss  ^  donae 
l)ds|.   La  qnaatitô  p  eat  doao  uae  fbactlon  entièré  do  IH- 

Considérons  maintenant  rétpiation  (10).  En  (UTUaat  les  deux  ■aeial'fon 
par  fipt + l)e  .F(27t  + 1  )0,  on  aura: 

/(2n  +  1)0. /-'(î/i  +  1)5        î'/(2"  +  l)5./'(2«+ 1)9  * 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (4j)  pag.  137,  on  aura  /\2m-\- 1)^  ~  .n, 
J^(2n-|-l)|s5F0.«^  oà  tr  cCv  aont  des  ImusUmo  ratioanellea  de  çpO;  doue  la 
aecoad  ateadire  de  l'équatioB  préeédento  aéra  une  foaetion  raliaanelle  de 
En  la  déaigaaat  par  x(9>9X  . 
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Bii  MeUaBl  9  +  0  «n  Uen  de  1^  Il  vieiidn  ^l+a)^^  (*+«)) 

=st(»— 0), 

/•(2«+  l)(0-hc)  =  /'((2«  +  l)Ô  +  2nio>+2/ia<)=  /'(2n  +  l)0, 
F(?;t4-lXô4-«)ssF((««+l)04-2«(i»  =iiX2»+l)0^ 
doue  on  aura 

z(9(9  4-«))  =  ar(v«>. 

lie  la  même  manière  od  trouvera 

On  «■  tire»  coome  plus  han^  à  l*égard  de  la  fonctioD  f  ((çO),  que  ^(^O)  peut 
être  mgiimé  par  ne  fonotieD  eati^  de  ç(2/i-}- 1)0.   Soit  deoe 

OB  «on: 

et  enfin: 

14)  v^=|i  + y. /•(£»+ 1)0.  F{2/i  +  l)% 
ofa  p  et  9  sont  des  fonctiooB  énttèreg  de  7(2» -f- 1)9- 

Pour  trouver  les  de^'s  Je  ces  fonetions,  soit  {ff '))'*.  terme  de  i^Ç),  ^ 
daub  le([uel  <y)6  est  élevé  à  la  plut»  haute  puis.s.'uice,  uu  uatu,  en  supputiaot  miim: 

OÙ  A  wt  me  coMtante.  De  même  on  aura 
et  par  mite: 

mais  pour  q>i  infini,  on  a  9»(2n-|-l)(|  =  £^.(pO,  on  i6  est  une  constante.  Il  sait 
de  là  que  p  sera  du  dpîrré  r  jrar  rapport  h  qp(2n-j-l)9.  On  démontrera  de  la 
même  manière  que  la  fonction  q  sera  du  degré  v—S^  tout  au  plus. 

Voilà  démontré  notre  théorème. 

Dans  le  cas  où  la  quantité  ne  monte  qu'à  la  première  puissance  dans 
v  o,  on  a  y  =  1;  par  coneé^entf  sera  de  degré  —  1,  c'est^ànlire  f=0.  Donc 
on  a  dans  ce  cas 

15)  if'Ô  =    +     (f{2ft  -j-  1)9, 

où  A  et  B  &ont  des  quantités  constantes,  qu'on  trouvera  facilement  en  faisant 
0  =  0  et  g>9  =  ^. 

Soit  per  exemple  nO  le  prodilt       nendne  qneleomiiie  des  raeiiee  de 
réfiadoe  (î),  et  frisenB 

41 
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il  est  clair  «ju'ou  aura  xi'(fi)  =  ^{d-\-a)=:'ii<{0 -\- >i)  en  remarquant  qoe 

n(ô+(2«+l)a+Ai/î)  ==7i(6-H/i/î) 

•«*  ;r(Ô-f-(2n  +  l)^+»»«)  =  n(ôH-Mi«). 

Dom 

i6)      I„I  «(<ï+««+M/5)==^+«.V(«»+t)«^ 

o  II 

il  iaut  remai  inier  que  Tune  des  (quantités  et  est  toujours  égale  à  mto. 
Ob  a  il  =  0,  si  le  nombre  des  facteurs  de  nO  est  un  nombre  impair,  etBssQ, 
ai  oe  nonbn»  eat  pair.  Donc  la  quantité  f8  aat  Indépendiate  de  la  vatev  de  4. 
Dana  ce  denier  caa»  par  oonséqnen^  en  fidsant»  6  ^0  on  a: 

Donc  en  (aiaant  - 

n6  =  <pe,<f(Q-^ka-\-  k'fi), 

on  a 

oik  A  et  A*  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  moindres  que  2n-}-l.  Ce» 
pendant  en  ne  peut  pas  supposer  à  la,  fois  il=  0,  =  &  Car  cela  donne 
ii<7  =  (90)*  et  par  anite  v=9,  tandia  qa'oa  doit  avoir 

De  la  même  manièTe  qne  non»  avons  démontré  le  théorème  précédent  on 
pooira  encore  éitibUe  les  deux  snivanls: 

Théorème  II.  Soit  ^  oae  fonction  queloonqne  entière  des  qnantttén  de 
la  forme  f(8-^ma+t^  telle  que 

on  aura: 

OÙ  p  et  jr  aont  des  fonctiona  entières  de  /'(2n+  l)Oy  la  première  dn  degré  » 
et  la  seconde  dn  degré  P'^i,  (ont  an  pins,  en  désignant  par  le  plnn  gnnd 
eiposaat  d^  fB  dans  ^9. 

JSderéflie  IIL  Soit  ip0  nne  fonction  qoelconqno  entière  des  funtités  de 
In  foime  F^^^mu-^-fifi),  telle  qne 
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1^6  =/>+y.ç)(2»  +  l)«./"(£n-f. 
où  p  et  q  sont  des  fanctions  entières  de  F(2n^l)fj,  la  première  du  degré  « 
«t  h  aeoMde  ia  degré  9—2,  tout  sa  plus,  en  désigoaut  par    le  plus  grand 
expoMflt  de  FB  dus  ^tf. 

Eb  vertu  dn  pcenier  âiéorène  en  veit  mus  «Ufieidté  qne  U  Talenr  de 

V       f )>  e^rimée  en  foneli«D  de  ^0,  sert: 

OÙ  ji.  et  f  M  eont  denx  fenctienn  entières  de  çtf^  In  pcemière  Inipeire  et  dn  de- 
gré  tn+l»  1*  fleorade  pnlxe  et  dn  degré  £» — 8.  D'affleus  ces  fbneâoiis 
sont  délenninées  par  réqnation 

on  Um  est  ane  constante. 

CfetbtiMla  te  17.  AaAI  18». 


♦ 


41* 


XX. 


DémaulTëikm  iftOM  ]^nprléié  ginMB  étun»  eertabie  éUme  de  fmeHmu 


Thvori'me.  Soit  7/  une  fonctiOD  de  qui  satisfait  à  une  é^tion  quelconque 
irréductibie  de  la  furme: 

où  Ptti  Pli  Pt»  •  '  •  P»-i         '''■s  fonctions  entières  de  la  variable  x.  Soit 

une  éqaatilm semblable,      ^i»  9i)  •  ■  •  égaleneat des  fimetioiis entières 

de  4r,  et  cuppoMoB  variableB  les  coeSicirai  des  divetMB  pnUHmieeB  de  »  dans 
ces  fonelloflB»  Noos  désigneroDS  ees  ooelRcicns  par  of,  i^,...  Es  Terta 
des  deux  équatiom  (t)  et  (2)  x  sera  fonction  de  a,  o^,  A% . . .  et  OD  èn  déter- 
minera les  Yaleors  en  éliminaai  la  quantité  y.   Désigncns  par: 

3)  p=0 
le  résultat  de  IVlimination,  eu  sorte  que  ç  ne  conticntlrn  que  les  variables  x, 
Of  n'y      . . .   Soit  /(  le  degré  de  cette  équatiou  par  rapport  à  x^  et  désignons  par 

4t^  JFj,  Xj^f  X^f  .  .  .  X^ 

ses  t$  radaesj  qui  seront  autant  de  fonetiens  de  a,  a',  a", . . .  Cela  posé,  si 
ren  faH 

oii  f{*9y)  désigne  vne  fonction  nsMomnélfo  qneleonqne  de  x  et  de  jrt  Je  dlo, 
que  la  fonction  transcendante  yfx  Joolm  de  la  propriété  génénle  ezpriaée  pnr 
réqootion  suivante: 

^)  '^>Xj^vx^^-\-...^xvx,,-=n-\-k^  In-  rj4-*,log«>,4-...+*,logr,, 
f,, . . .  V.  étant  «les  fouettons  rationnelles  de %a', a*i et  il:|,  A^}><>^ 
des  constantes. 

Démonstration.    Pour  prouver  ce  théo^^mp  il  KnfRt  d'exprimer  la  diffé- 
rentielle du  premier  membre  de  Téquatiea  (6)  en  fonction  de  a,  0*^  a*, . . .}  car 
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il  M  tOoSn  par  U  à  me  différentieDe  nHonttdl^  oome  on  le  vem.  IXabord 
les  deux  équattons  (!)  et  (2)  donneront  y  en  foactioo  nttomdle  de 

De  méiiie  réqnatkm  (3):  ^s=0  domen  pour  ^  me  vxgnoBixm 

de  la  fomie 

cfcr  =  a.  <ia+n'.^rt' 4- +  •  •  •» 
où  «1  a'y  a',».,  sont  di!S  foactions  ratioanelle»  de      a,  a',  a*, . . .    De  là  il 
anit  que  la  difléreatiene  f{x,y).dx  pourra  être  niae  aens  la  forme; 

ofe  94%  •  •  ■  WMit  dea  feaotloBa  ntfoaiienea  de  a!*,  lif, . . .  lUi  ialé' 
sraa^  il  vleadra: 

i^x=J\(f9,da'^^iX.daf  +  •  •  •) 
et  de  là  on  tire,  en  remarquant  que  cette  éfiiatioa  aora  lien  eu  BMltant  poar  * 
les  ft  valeurs  de  cette  quantité: 

=/((t^i+ç^«  4-  •  •  •  +  y5K)''«4-(yi^i+<ri^«  +  •  •  •  +  g>,ar^Of/fl'  4-  ■  ■)• 

Dans  cette  équation  les  coeflicieas  des  difTérentielles  doy  dttt . . .  sont  deti  fonc- 
tloBS  ratteaieUeB  de  a,  af,  tf,,,.  tt  x„ . . . x^^,  uwia  d'UIlevni  Qi  août 
ayn^qnea  par  rapport  à  x^,  J^ii^ï  doar^  en  vertu  d'an  (béorëaie  eoeni^ 
on  pourra  eipiiBwr  eea  fouctions  ratioaaeUeukeat  pari^  ^1 ...  et  par  les 
coeiideas  de  f équation  (>=0;  auia  ceux-ci  sont  enx-nrfaiea  dea  fimetiOBa 
rationnelles  des  variables  a,  a',  a',...,  donc  rnfiii  lea  coefllciens  de  da,  âaf, 
defy . . .  de  Ti  quation  (7)  te  aeront  également.  Doni^  en  intégrant^  on  aura  une 
équation  de  la  forme  ((î). 

Je  me  propose  de  développer  dans  une  antre  occasion  de  nombreuses 
applieatiOQii  de  ce  théurèuie,  qui  jetteront  un  grand  jour  sur  la  aature  des  loDC- 
tions  transcendantes  dont  il  afagit 

CliruUama  le  G.  Janvier  1820. 


XXI 

PréeU  d*une  théorie  des  fouetion*  elliptique*. 


iKtrodttetten. 

La  théorie  dfs  fonctions  ellipfifpics,  créée  par  3ïr.  Legendre,  forme  une  des 
parties  les  plus  inrn  i  ss  inics  He  l'analyse.  Ayant  essayé  de  doaaer  de  nou- 
veaux développiMiiciis  u  i  «  uc  ilieorie,  je  suis,  si  je  ne  me  trompe,  parvenu  h 
plusieurs  résultaLs  i|ui  nie  paraiH!»cnt  mériter  quclijue  attention.  Surtout  j'ai 
olterehé  à  donner  de  la  généralité  i\  mes  recherches»  en  me  proposant  des  pro- 
hlfenien  «Tnne  vante  étendue.  Si  Je  n'ai  été  aanea  henrenx  de  les  ràMmdie 
complèlemenl^  au  noins  j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvndr.  L'ensemble 
de  mes  redierches  sar  cet  objet  formera  on  ouvrage  de  quelque  étendue,  maiB 
que  les  cireonataaces  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier*  Cent  poonpiol 
Je  vais  donn»  ici  un  Précis  de  la  méthode  que  J'ai  snhi^  avec  les  résnltnta 
généraux,  auxquelles  elle  m'a  conduit    Ce  raémoire  sera  Avisé  en  deux  parties. 

Dans  la  première  je  considère  les  fonctions  elliptiques  comme  intégrales 
indéfinies,  sans  rien  y  ajouter  sur  la  nature  des  quantités  réelles  ou  imaginaî- 
les,  qai  les  composent.    Je  me  serrimi  «les  notations  suivantes: 

à(x,ç)  =  ±  K  ((1  -c»*»)). 


en  aorte  que 

Oo(a:,c),  /7(;r,^) 

désignent  respectivement  les  fonctions  de  première,  de  seconde  et  de  troi- 
alème  espèce. 
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Puis  je  me  sois  proposé  ce  problt'^me  général  :  "Trouver  tous  les  oas  pos- 
aiMM  dam  leaipiels  on  peut  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme: 

«i>  «t»  •••«»>  tt'i»  «s» •  •  •  o'»; 

80Qt  des  quantités  coustautcs,  Xj,  x„  . .  or'j,  j:*,, . . .  a^,;  j:*, ,  a*,,  . . .  x"^ 
des  «»ri«Ne#  liées  entre  elles  par  des  ëquatioas  algébriques,  et  »,  v^,...t), 
des  fonctisM  idf&riques  de  ees  variablea." 

J*établle  d'aJbord  les  propriétés  foadamentales  des  fosettoss  elliptiques,  ou 
«e  «pd  eoBoeriM  leur  BOBiBali«>%  en  faisant  «sage  dTune  aétiiode  particali^, 
fni  en  même  femps  est  applicable  avec  la  mène  fMilité  A  une  isinlté  d'anbres 
Iranseendantes  piss  eon^liqaées.  En  m'appnlant  sur  ces  propriétés  fondamen* 
taies,  je  eonaidère  essuite  féqnatiiw  dans  tonte  sa  généralité  et  Je  fais  le  pre- 
mier pas  à  mon  Int  en  démontrant  un  théorèaie  géaéral  sar  la  forme  «in'mi 
ponrra  donner  à  Fintégrale  d'une  fonction  algébrique  quelcongne,  en  suppoaast 
cette  intégrale  exprimable  par  des  fonctions  algébriques^  loynrUhmîques  et 
elliptiques^  théorème  qui  est  d'un  grand  nsage  dans  tont  le  calcul  Intégrai,  â 
cause  de  sa  ^[raade  généralité. 

J'en  Hi  p,  comme  corollaire,  le  théorème  sni?ant:  , 
^mf^ix'e)  *        ^  ™^  fonction  ratioanelle  qaelcimqne  de  »,  est  expri- 
mable par  des  fonctions  algfibriqnea  et  logarithmiques  et  par  les  fonctions  ei» 
liptiques  fr,  ^„  ^„ . . on  ponrrà  tonjonra  snn»oser 

6)         =       +  «  •  V  (y) + «' +  «' .  v,(y.)  +  •  •  • 

loir  /"ÎLliViAM^  4.  J  loffTîaJliJ-lifc^'i  4- 

ob  tontes  les  qnantités  9i»  ft>  •  ■  >fi>  f'tt  **  *9»  ¥19  ¥%**"  ^  fme- 
tkm  roHemieUeê  do  ^r*)" 


*)  Ce  théorème  «  égilement  lieu,  si  À(x,c)  eat  la  racine  carrée  d'BHe  fonctioa  eutîèrt! 
<hui  degré  qutlçonqw. 


De  ce  lliéoièBe  Je  tire  enniMe  eeini-ci: 

"Si  nne  équticii  ^lera^ee  de  la  bme  (a)  a  Uei^  et  tptm  dMgae  par 
e  «n  .qaelceiiiiae  dea  modalea  qai  y  enbea^  il  jr  ea  aaia  pami  lea  anina  aa 
ueiaa  an  aiodale  ^  tel,  qifoii  pnlBae  satiabire  à  FéqaatieB  dliKraatfelle: 

A(3r.c)~"**  A(x,c)' 

eo  laettaai  pour  y  nae  fiiaettra  ratiamtUê  de  ii^  et  viee  Tona/* 

€ea  Aéertawa  aent  trte  importaata  daas  la  théorie  dea  feaislleaa  elUpti- 
fBce.  De  rédaiaeat  la  aofaitloB  da  problème  géaénl  ft  eelle  de  aadafaire  de 
la  Bianière  la  plaa  générale  i  TéipnilioB 

dg    ds 

à(y,r')  ~  *  •  A(x,c)' 

OÙ  à  ia  tiansformation  des  i'onctions  de  première  espèce.  Je  donne  la  sola- 
tton  eemplète  de  ce  problème,  et  j'en  jtire  enaaite  la  tnnafonialiea  générale 
dea  fenctioai»  de  première  eapèoe.  Je  fine  voir  que  lea  modolea  dohreat  aé» 
cenairemeat  étro  liée  entro  enx  par  nne  éqoation  elgébri^pie.  Qa  pent  ae 
content»  de  conaidérer  le  cia»  où  le  degré  de  la  foaetloa  y  eat  aa  aoadm 
premier,  en  y  comprenant  Fonité.  Si  ce  degré  est  désigné  par  fj,  C  pourra 
avoir  valears  diflérentea,  excepté  pour        où  ce  nombre  ae  rédalt  i6L 

La  xeconde  partié  traite  les  fonctions  à  modules  réels  et  moindres  qae 
l'unité.  Au  lieu  des  fonctions  C3(.r,r),  n„(.r,r),  n{x,(\a)  j'en  introdoio  troiS  as- 
tres, Bavoir  d'abord  la  fonction  A(6),  déterminée  par  i'éfuaUon 

dx 

C'eat  la  fonctioa  inverae  de  la  première  eapèce.  En  mettant  *sgt%fi  daaa  lea 
de  «a(jr,9)^  n{x,c,a\  elles  devîondront  de  la  fonne: 


7-^ 


BfiaeB  aooa  cette  forme»  lea  fonctiona  elliptk|nca  ollhmt  dea  propriétéa  trèa 
reaianpiable^  et  aont  beaneaap  plan  tniitablea.  Ceat  aartoat  la  foaclîon  Î19, 
ipii  mérite  une  attention  particulière.    Cette  fonetiOB  a  été  l'objet,  du  mémoire 

Xn.  où  j'ai  Jénioiitr»'"  le  premier  qnelques-nncs  de  ses  propriétés  fondamen- 
tales. On  eu  trouvera  d'avantage  dans  ce  mémoire.  Je  vais  iadl([aer  rapide- 
ment <iuei^es-ans  des  résultats  aux^eis  je  suie  parvenu: 
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f .   La  fonction  iB  Jouit  de  la  pcopriôté  naariiiable  d*éira  pModi^  4» 

denx  manières  différentes,  sanroir  Mm  seulement  pour  de»  vatem  réelles  de  là 
variable,  mais  «00016  pour  des  nieoi»  inugiiiairea.  Bb  effet  tl  Ton  fttt  peu 
abréger  ' 

m  «fa   /»*  <fa  ♦ 

eè  et       1=^  on  ann: 

A(0-f  £o)  =  Â6;  A((9-)-o,i)  =  m 
SL    La  fonfîtion  /.O  devient  c'galé  à  zéro  et  à  l'infini,  pour  use  iiiiliiM^  de 
valeo»  réeUea  et  imaginaircK  de  0,  savoir 

oà  M  et  »  sont  des  nombres  eutiers  «{uelconques,  positiià  ou  négatifs.  De 
Béneona 

al  ly^-^  mm -^nuii  smIb  eette  relatioB  est  nécessaire. 

S.  La  propriété  fondamentale  de  M  est  eaprinée  par  l*ét|n«(ion 

oik  0*  et  0  sont  des  variables  ^leouquès,  réelles  ou  imaginaires. 

4  La  fbnetion  Xt  pooira  ae  développer  en  fiwtevn  et  en  frnetiOM  dé 
beaaeoq»  de  manières;  pw  exemple  si  l'on  fait  ponr  abrégw 

»=•  •  ,  p.=  o  "  , 


on  a: 


On  ponrra  exprimer  d'une  manière  aualugue  la  fonction  de  seconde  et  troi- 


&  Une  des  propriétés  les  pins  fécondes  de  la  fonction  iê  est  Innnivante: 
[On  a  fiiitponr  abréger:  Afls=±K«l— 1!*^^0))] 

"Si  ré4{uation 

48 
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est  satisfaite,  ea  mettant  pour  6,  Sn  quantités  0^,  0,, . . .  0«.,  telles,  (^g)*» 
(il9^, . . .  (^Ou,)*  soient  différentes  entre  elles,  on  aura  toujours: 

-  ;.(o.,)  =  +  ;.(o,  +  0.  + . . .  4-  ««^.)  -  ,ir...r  .Tx^' 

les  cocfTiciens  a^,  n^.  .  b^,  ^i,--  -  pourront  êire  qnplconqups,  et  il  ont  fa- 
cile de  voir  ^'oa  pourra  les  déteminer  de  sorte  que  0^,  Oti  •  •  •  9ta-t  sont 
donnés." 

YnilH  dno  autre  propriété  plus  générale: 
"i!»i  l'oD  fait 

—  ^«f  1  — (l  —        =  A{a:  —  /  0,  )  (:r  —      . . .  (.r— 
on  p  et     sont  des  fonctions  entières  quelcoutjucs  de  la  quantité  indéterminée 
Xi  on  pourra  toujours  supposer  les  qaantités  Oj,  0^, . . .  9,,,  Ae  la  aorte  que 
l'eipccadon 

^•.  +  «^  +  ••4— •  +  •!.) 
aott  égale  é  aéro  aa  à  riafiaL" 

JâaA    aa^  al 

aà  raaa  des  fooctioii»  ji  et  f  eat  fadie  at  Feafre  iafiin^  oo  ama 
1)  ai  |>  eat  pair: 

A(/iQ)  =  0,  si  fi  est  pair  et 
A(/it)s=^  ai     esl  iaipair; 

S)  si  ji  est  impair: 

A(/iO)  =  0,  si  fi  est  impair  et 
;.(f/0)  — ^,  si  fi  r^st  pair. 

I>e  14  il  suit  encore  que,  hi  Téquation  ci-dessus  a  lieOf  on  aura  toujours: 

aA  ai  et    août  eaftien  et  laotairea  qiae  /i. 

%.   n  eiiBte  eabe  lea  qaaatttéa  et  lea  radaes       +  If*" 

de  Tuoité  des  relations  bicu  remarquables,  savoir  si  l'on  fait  pour  abréger: 

d  =  cos        +  K  -  1 .  s»n  s^S,, 
00  aaca»  qoela  qae  aoieat  lea  aonbrea  entiera  a»  et 
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É  j|/  itia  -»•  moi  \ 

*  *  *  ~  '   \     2(JL  +  1      /  ' 

D'ailleurs  toutes  les  quantités  M  )  .  .  .  sont  les  raciae»  d'une  même 

équatioo  du  degré  (2/»  -(~  1)*  ^i*^  ^  coefBciens  aont  des  fonetiims  ration- 
nelles de  c*. 

7.   Si  la  fonction 

fdx 

dont  le  module  e  est  réel  et  araindre  fie  fanit^  peut  être  transformée  diM 
nne  antre: 

f  dg 

dont  le  module  &  Ait  réel  on  Ima^'oaire,  en  nwttaot  pour  y  une  fonction  algé- 
brifoe  quelconque  de  il  faot  BécessaireiiieDt  qae  le  modde  mit  déterminé 
par  l'ime  des  deux  équations  : 

l+Ji    1  +  7,»  1+?,* 

cil  /<  étant  rationnel}  ou  ce  qui  revient  au  même: 

/t  et     était  des  nombres  lationods  qnelconqnes. 

ft.  La  diéoile  de  la  transformatloo  devient  très  fMsQe  i  Taide  des  pv»- 
priétés  les  pins  simples  de  la  fonction  A*.  Pour  en  donner  nn  esemph^  soit 
proposé  le  pnAlème:  satisbin  de  is  maolère  la  pins  géniale  A  ré^pnfion 

en  supposant  «  et  ^  moindres  que  ronlté  H  'y  fonction  rationnelle,  réelle  on 
imagleaire  de  x. 

Soit  «sAO,  jfsAV»  en  déslpaat  par  A'  la  fonction  qui  répond  ao  mo* 
dnlo  c*.  L'éqnatlon  différentidle  ne  chaagem  dans  ce  cas  en  Af^tê^  d'oè 
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a  étant  udc  cuastante.    Cela  posé,  soit 

£d  nettut  •  +  ^  9  +  <»|  an  liea  de  ^  At  ne  change  pM  de  valeur  et  par 
eonaéfiniiHit  en  doit  aveir: 

+  Zm  +  a)  =  A'(*0  +  a\ 
Viflk  +  «toi  +  «)  =  A'(tO  H-  a). 
Donc,  si  Ton  désigne  par  ts'  et  <>>'  les  valenxn  de  «  et  «  fni  lépondent  an 
module  c*,  on  aura  en  vertn  de  (2): 

ce  ^  donne 

«=5».  «l+i.  «1<=  »»iîl  — twF^», 
a   '  1    s  I»  tt 

donc: 

m— ssn'—     «  j|,^f  «y 

ou  bien: 

o'        m     u  4m'  ta 

Maintenant,  si  c  est  indéterminé,  cette  équation  ne  pourra  subsistpi  i  rtioins 
qu'on  n'ait  ou  »=:0^  ftt'=:0,  on  n'  =  0,  »t=:0.  Dans  le  premier  cas  e 
est  réel  et 

a'       .  o' 
=  m  — — , 
a  tt 

et  dans  le  second  cas  a  est  imaginaire  et 

=ti.  «^te— ftn'-Sl-i 
la  tt 

Snppowws  s  léd.  Alors  on  non  ce  théorème: 

"Si  denx  fonctions  réelleB  peuvent  être  transfenndes  Aue  en  Taslre  il 
flmt  fa'on  ait  entre  les  fonctions  complètes  Ot         «»*  cette  relation. 

 n*  « 

«»'      a»  tt 
oà  »'  et  m  Bont  des  nombres  entiers.** 

On  ponrm  dàncntrer  ^  si  cette  conditiott  est  remplie,  on  ponrm  effee- 
tfareoMnt  satiB&ire  à  réqpution 
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Rien  a*eat  plu  sliifle  «pie  de  trovrer  Yexgnuion  de  y.  D  nlBt  |ioiir  cel» 
de  diereher  les  rtetaee  des  deu  éqaationi      =  0^     =  0. 

IHÊàgaam  pir  11^  et  Ad*  me  rtcine  qnelowfee  de  ees  deux  éqoetieiiB, 
ea  Min,  peur  détendiier  â  et  d',  eee  deux  équatioDs: 

ce  qui  doiue: 
i^e8t4-din: 

A  et  ^  étant  des  nombres  entiers.  Pour  trouver  o,  il  saflît  de  remarquer  que 
i.^  ne  chaoge  pas  de  valeur  en  mettant  ta  —  0  au  lien  de  9.    On  aura  donc 

A'(to  —  tô  4-  a)  =       +  o), 

ee  qui  donae 

«  =  ^((2^  +  1  —  tn)m»  -\-  fi'm'i) 
Deas  le  cae  eA  e»  esl  iapair,  en  penrra  tonjovre  faire  a  sssO. 

ConB^eait  les  valeers  de  ^  et  if,  on  eun  imeddietemeet  les  ncines 
des  deux  éqoaticns  ^or  =  0^  jf^r  =  0,  et  par  suite  rexpreesion  des  fonctioiis 
^  et  f»  «Ê.  ftetoridies  Les  fenuiles  les  plus  Amples  répesdest  ans  ees 
de»=sloiiif  =  l,  et  elles  aest  les  seules  dont  H  e'agi^  comme  il  est  aisé 

de  voir  par  Féquation  —=:—.—.     On  pcrarra  aussi  se  servir  des  ex- 

u'  mu 

pressions  de  la  fonction  PO  en  produits  infinis  rapportées  plus  baat  J'ai  fait 
voir  cela  dans  les  mémoires  XIII  et  XIV. 

9.  Le  cas  où  uu  des  luudulcs  c  peut  être  transforme  eu  son  oonrplé- 
ment  1/^(1 — c*)  ~  f>,  mérite  une  attention  particulière.    En  vertu  de  l'équation 

^te— •  —,  on  aura  dans  ce  cas 

Le  module  e  sera  déterminé  pur  une  équation  algébrique  qui  parait  être  résih 

lublc  par  les  radicaux:  au  nioius  cela  aura  lieu  effectivement  si  ~  est  un  carré 
parfait.  Dans  tous  les  cas  il  est  ÊBM^le  d'exprimer  e  par  des  produits  infinie. 
En  eilBl,  si  ^=y(^y  on  a: 
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Si  de»  BOdnle»  et  «  penrent  être  transfoméd  INin  ium  l'itttre,  ils  auront 
eitre  eu  une  reletieD  ali^riqne.  Hais  gàtinleneet  fl  parait  laiposalble  d'à» 
tirer  la  valeur  de  e^  em  e  à  Faide  de  fadieau*),  maia  il  eet  lenar^Ie^  |ae 
eela'a  toujours  liea  si  «  peut  4trè  tfaagforaié  en  aen  eei^léneitt  Par  ex- 
«■ple  al  <^s|. 

Lea  éfuatieBB  atodelairea  Jeaiaseiit  d*aiilear8  de  la  propriété  lenarquiUe^ 
que  tomes  leais  radacs  peoTent  être  expriaiées  mimm^lmnit  par  deux 
entre  elles.  De  aiéne  m  pourra  ezpriawr  toutes  les  raciaea  par  Yvmt  d'elles 
à  l'aide  de  ladieaax. 

1<X  On  ponm  dMoppor  la  fonction  ilO  do  la  Haaière  aniTsate: 

l+é'O*  -f-       +  . .  .* 

oà  le  nsaiérateur  et  le  dénominateur  sout  des  séries  toujours  convergentes. 
Bn  fidsaat 

Ç«sa«  +  «|»  +  aF«*-|-... 

ces  deos  fiinetioits  auront  la  propriété  exprimée  par  lea  denx  éfuatkna: 


•)  Dinii  le  eu  par  ei.  où  y  est  de  la  forme: 

l/çl  J(a«-x^)  («t'-x«)_ 
r  c'  *  (1  —  a»*«)(l  —  a 
i'ëqnation  entre  c'  et  c  est  rfn  «iiif-me  tTp«n"'*-  Or  je  suis  parreitn  à  démontrer  rî- 
(onraiteoient,  que  «i  une  «-(lualiuu  du  sixième  degr<$  est  résoluble  à  l'aide  de  radicaux, 
eette  é|wti«a  wm  MdMtpowbJfl  «n  «'dm  antrat  d«  tieidèaw  degi^  dmt  h» 
coffficîen?  dépendent  d'une  équation  du  second  degré,  ou  clic  xcra  dc'composaLIe  en 
trois  équations  du  second  degré,  dont  les  coefBciens  sont  déterminés  par  nne  éqna- 
Hm  da  tniUèiae  degré.  L'éqnatloa  entre  c'  et  c  ne  parait  guère  être  décomposable 
dB  «««•  serta. 
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ià  y  «t  I  Mpt  êmiift0fMeB  indëpeiidaotes.  Ainsi  p.  M  mit  ii>llfiMi  g  ! 

A2«)=(/'e)*-c^T0)* 

Ces  fonctions  joaissent       branrotip      proprii^fi^s  rpmarfpi.'iî.los, 

H.  Les  formnies  ]iit'seii(ct'.s  (1;itis  (•<■  <jiii  |ii  ('ri  de  ont  Heu  W60  çni* 
qties  restncUoQS,  le  module  c  étant  ^elcon^e,  réel  on  imaginaire.  ^  ' 

■»'.(»!  :  ■        ....   V ."  .• 

P  r  e  ni  i  r'  I  e   11  ;i  r  t  i  e. 

'il'-^M  .,'     '■■    Pes  Ibnctiom  cnipliquos  en  gé»éraL  , 

'         "  Chapitre  I. 

'*'*'<'  Propriëtës  géuérales  des  fonction  s  !■  1 1  i jtiic^  ue«. 

Les  fonctions  elliptiques  jouissent  coniuie  ou  mit  de  cette  propriétù  re- 
marquable, que  la  Mnune  €un  «mèm  fùléan^  «et  fouetiOM,  peut  être 
«ifÉhiit  ]wr  ne  Mvle  fanettan  êt  la  nte»  c>pèci^«D  y  ajontut  ^  ccIrMae 
itimaktt  dS^rfM^  et  La  décoiifwn»  de  flttte  pMipiM 

•Ét  ifte  à  iV.  Leçmié^.  La  JéMnMinlioD  ^  oei  illaitre  géOBètr*  m  • 
iimé^  eat  findée  sur  Tintégniioa  alg^br^ve  de  Féqualioa  dUMniMielIt:  - 

 ^i:  '  4 ,  . 

L'ubjet  de  ee  ehapttre  aéra  de  âémotttter  cette  j^prl^  dee  fimetfoiis  elU^ti- 
fi6%  laaie  ee  e'apfsyaat  m  des  eoealddeatiOM  diférealea  de  fa^fm-^i» 


Démonatratinn  d'un  théorème  fondamental. 

Nous  coi)imrnp»>rons  p;ir  fHililir  un  théorème  général  qn!  scmVn  de  fon- 
demf-nt  de  tout  eu  qui  va  être  exposé  dans  ce  mémoire  et  (itii  en  méam  teoipe 
exprime  une  propriété  très  remarquable  des  fonctions  ellipli^ues. 

Huitième  L  Soient  fx  et  q>x  deox  fonctions  quelconques  entières  de  x, 
r«M  paires  l'antre  iniialre,  et  dont  Ira  oœflieiene  soient  supposée  variables. 
Cela  peeé^  si  l'on  déoompeee  la  foaction  entière  paire 

ei  (Mteom  de  la  forme      —  a:*,  en  sorte  que 

9^1  A  est  indépendant  de  l'indéterminée  x,  je  dis  quon  aura: 

2)    Z&,  +  i&.  +  Jœr,  +  ...  +  i&^=£7-jf..|^(g±^)i 


où  a  désigne  le  paramètre  de  1â  fonction  iZr,  en  tofte 

La  quantité  C  est  la  constante  d'intégration. 

Démorutraiio/i.  Supposons  d'abord  que  tons  les  coefBciens  des  diverses 
puiiisances  de  x  dans  fx  et  tpx  soient  des  quantités  variables  indépendantes. 
Dans  ce  cas  toutes  les  quantités  x^,  ;r,,  ...x^  gi^ruut  évidenunent  inégales 
entre  elles  et  fonctions  de  ces  variables.  En  désignant  par  x  l'une  quelconque 
entre  elles,  l'équation  (1)  donnera 

et  de  là: 

G«b  poaé,  fidtaem  p«nr  ainéger 

M'X  —  (fx)*  —  {q,xy{Xr)\ 
et  désignons  par  u  'x  ia  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x  scuL  De 
méuie  désignons  par  la  caractéristique  r)  la  différentiation  qui  se  rapporte  aux 
seules  variables  indépendautes.    Puis  eu  différentiant,  on  tire  de  l'équation  (4): 

fx.dx  -f  2/jr .  êfx  —  i(px .  dffx .  (Ax)*  =  0  ; 
mais  en  ?ertB  de  (5)  «d  a: 

donc  en  sabstitnant: 

De  %  en  divisant  par  ^1  —  mi  tire: 

et  en.  intégrant: 


Bbistenant  en  fUsait  «  =  aje«tant  les  résaitalB  et  fatuntpavr 

abréger: 

£(9».^^» — fx.dtf»)  =  iXf 

on  obtiendra; 


I 

1 
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6)  lZr^  +  ^>+'-  +  ^|i 

Mais  étant  une  fonction  entière  de  dout  le  de^ré  est  évideininent  ia- 
férieur  à  celui  de  la  fonction  \f)x,  le  second  membre,  suivant  un  théorème  coana 
mt  la  décomposition  des  fonctions  fractionnaires,  se  réduira  à 

J  2>\m  * 

e*Mt44ire  en  nbBtitnant  la  vrt1<Mir  de  da  et  celle  de  ^a,  à: 

Cette  lald^;r«Ie  le  trouvera  fadleiiieat;  «i  elliBt  àm  ^ent  cMStaa^  on  eura  en 
intégrant  d'après  les  règles  eonnnes: 

on  0  est  la  constante  d  intt^ration.  Cette  loiiction  étant  mise  à  la  place  du 
second  niembrt;  de  l'équation  (6)  donnera  précisément  la  formule  (2)  qu'il  s'agis- 
snt  de  démontrer. 

La  propriété  de  la  fonction  J7(4r),  exprimée  par  k  fomsle  (2),  est  d'mi- 
tut  plm  reniarqnabl«s,  qaelle  aura,  lien  en  snpposant  la  fonction  àae  raenM 
eairée  d*nne  foncâon  qneleonqse  entière  et  paire  de  âr.  Bn  effet  la  dénonstm- 
tion  précédente  est  fondée  sur  cette  senle  propriété  de  la  fonction  Av.  Donc 
on  a  de  cette  aorte  nne  propriété  générale  d*nne  daaae  très  étendne  de  fono- 
tioBs  IfanseendaatM'). 

La  fonsule  (2)  étant  dénontrée  ponr  le  cas,  oà  les  qnantités  *x»  •  •  -  ^ 
sont  taégales  entre  elles»  il  est  éf  Ident  qu'elle  anra  lien  encore  en  attribnnrt 
anx  miables  ind^endantes  des  relations  qndcosfses  qui  pourront  anssi 
rendre  plnsiesis  des  quantités  x^^^  x^^*,.»^  égales  entre  elles. 

n  y  a  II  obserrer»  que  les  sigses  des  radicaux  Lx^  Ax^, . . .  ne  sont 
pas  arbitndreSi   Ib  doivent  être  i^is  tels  qnUs  satisfassent  aux  é^tioua 

7)  fx^^t^^,^^^^  Ai+9'f^«=0>  •  •  •  /*H+V*i*-A*n=«^ 
qu'on  tire  de  Véqnatîoa      eu  mettant  pour  x  les  valeurs  x^f,.,x^ 


*}  V»j«s  let  ménoiret  XV  «t  XX. 

45 
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La  formule  (2)  exprime  une  propriété  de  In  loncdon  de  la  troisième 
espèce  Or  rieo  n'est  plus  facile  que  deo  déduire  des  propriétés  sen- 

blabies  des  fooctions.- 

»)'  -=/-^««^=/-^- 

D'abord  si  Ton  fait  a  infini,  on  a  Uz—tsx;  mais  il  est  clair,  que  la  partie 
loi^.-iriiliinique  de  la  foriuule  (2)  s'évatiouiia  daos  ce  cas;  le  ftecoud  membre  se 
réduira  doue  à  oae  constante,  et  ]):ir  cuu<;éqaent  on  aura: 

9)  ax^-\;-uar^-\- .  .  . -\- TSx^^  =  C, 

Egaleiiiewt  si  l'on  développe  les  deux  membres  de  l'équation  (2)  suivant  les 

puissanceK  ascendantes  de       on  aura,  eu  comparaot  les  coeflicieus  de ^  dans 

les  deux  memiires: 

10)  cj<^j  +  t3oT,  +  ...  +  o^^=C— 

où  p  est  une  fonction  algébrique  des  variables,  savoir  le  ooeiBcient  de  ^  dans 
le  développement  de  la  fonction 

suivuiii  Ilî»  puissances  ascendantes  de  -. 

a 

Ed  vertu  des  formules  (2.  9.  10)  il  est  clair,  qu'en  désignant  par  ose 
fonction  quelconque  de  la  forme: 


11) 


on  aura: 


''fa  +  çnArt  \ 


On  voit  qee  eette  éqnatkm  a  lien  quelle  que  ioit  la  constante  A. 

§.2. 

Dans  oe  qsl  préeède  les  quantités  jr,i  ttont  regardées  eosune 

fonetlmis  des  eoellcfens  variables  dans  /Sv  et  qp».   SvppOMiis  imiiitensnt  qii*e« 
détenniiie  ces  coefileiens  de  nsnièie  qsf^n  eertain  nombre  des  quantités 
9^  prend  des  valeurs  données  mais  variables. 


Digitized  by  Google 


9ÊB 

Soient  «"i,  .r,, . . . 

deH  variables  indépendantes.  Alors  Ips  rneftlciens  dans  /jr,  q>x  deTtendront  des 
fooctioBS  de  ces  quantités.    En  les  substituant  dans  Téqiurtion 

(/jf)*— (9>:r)«(à*)»  =  0, 
le  premier  membre  sera  divisible  pur  le  produit 

et  le  quotient,  égalé  aéro»  dmmer»  nue  ëfnalioe  da  degré  fi — m  par  rapport 
à  afi,  dont  les  neines  «ereet  les  |»— m  quantités: 

qni  par  snite  sent  des  fencttons  algébri^es  de 

Le  cas  le  pins  rimple  et  le  plos  important  est  oeini,  où  le  nombre  fi — m 
a  la  moindre  valeur  possible.  Ponr  avoir  ce  mioimuni,  il  faut  donner  aaz 
fonctions  fx  et  tfx  la  forme  la  plus  générale  ponr  lafoeile  le  degré  de  l'éfuar 
lien  {fx)*  —  {(fxf{\xf~0  est  égal  h  fi. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  pius  grand  nombre  de  coefTiciens  possible  à 
introduire  ilaus  f.r  et  ipx,  est  //.  Mais,  puis(fu'rn  vertu  de  la  forme  des  équa- 
tions (7)  ou  peut  supposer  uu  de  i  .  s  i  rietnciens  égal  à  l'unité,  sans  diminuer 
la  généralité,  on  n  aura  réellement  qu  un  nombre  de  /* — 1  indéterminées.  On 
pourra  donc  faire  m=ft — 1,  en  sorte  que  toutes  les  quantités  oTj, 
excepté  ose  senle,  Mient  den  varialiles  ind^iendantes.  Par  là  on  nom  nnnié- 
dinleinent  la  propriété  fondanentate  des  fonctions  elliptiques  dont  il  n  été 
question  sa  coannencenient  du  dnpitre. 

Il  y  n  denz  cas  djf érents  à  considérer,  savoir  |t  pair  on  impair. 

CSs»  L  f(  «tenf  |Mirft*     =  2». 

A.  SI  la  fonction  fx  est  paire  et  çar  impaire,  il  est  dair  qne  fx  doit 
être  dn  degré  £n,  et  ^  dn  degré  2n — 3.    Faisons  donc: 

121       i      ^  +  ««ar*  4- . . .  -f  rt„.,.r*-'  +  T*», 

i     =  (6»  4-  V*  H-  +  à,^-^)x 

et 

15)    rA)*--(yar)*(l -x*){l-c*x')=(x^-x\)ix*-xD  ...(x'-J:l^.(4r'-^ 

di  noQS  avons  mis  y  au  lien  de  qui  sera  nse  fonction  des  varisbles  «i, 
*ii  •  •  •  'tii-i< 

Les  codReless  <^f* •»  tL-i»  é,,  é|,...  éu^  serost  exprimés  es 

fonetloBS  de  i  l'aide  des  ft — 1  éfsatiOBS  (7)^  savoir: 

43* 
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Ces  ('qiiations,  éiant  linéairoK  par  rapport  aiuL  ioOMiDMfi^  dottneront  celks- 
ci  en  fuactious  raiionHeUe.s  de.s  (^(taiititéR  : 

11  est  ckir  ^'on  pourra  doaner  aux  radicaux  ù^c^t  àx,,...àXa^i  des  sîgpaies 

Pour  avoir  la  valeur  de  jr,  (tiaom  ifane  Féquatien  {iS^  «sO. 
CeUdeane 

•J  ^  **  *î  •  •  •  *î»-i  •  Jf*i 

d'où  l'oD  tire: 

14)  y=  îa  

La  fnaatlté  y  est  dooe  uae  foaetioii  ràtiomelle  des  variables  , . .  et 

des  ndieaax  earnspondaDts. 

8i  naioteaut  y  a  cette  valevr  et  qa*oa  fidt 

-  les  formules  (2.  9.  10)  donneront: 

ÎTSx^  -j-  or,  -j-  . . .  4"  o*ii»-t  =      -f-  C, 
z&.+/i,i+,..+ar^=.i4'-^i«g(^iK;^)+a 

Quat  anx  feaetioBB  oy,  J9^,  il  ftat  biea  ebSMver  qae  le  s^e  dn  nr 
dical  n'est  pas  toujours  le  même.  H  sera  deas  toas  lea  eas  détemiaé  pai 
la  dernière  des  éqttaU<NU>  (7)  qui»  ea  awttaat  ptnir  et  h»^  kvra  valeors  jf 
et  —  Ay*  devieadia: 

On  ea  tire 

et  cela  fait  voir  que  le  radical  ^y  ,  comme  if^  est. une  fooctiou  ralimmeUe  des 
quantités     ,  x„  , .  .      ,  A>ir^ ... 

La  fonction  y  a  la  propriété  d'être  zéro  en  même  temps  que  les  variables 
Ea  ellét  al  roa  fut 

»^  =      =  .  •  .  SB  jr«M-i  SSB  0 

réqaatioa  (IJQ  as  peaira  sabsister  à  boIbs  qae  toos  tes  coeffieleas  a^, 
"ii-i  ''•f  ^t>  •  •  *      BS  salent  éganx  à  aéra^  doae  eette  éfsatfoD  ae  rédilt  à: 

done  on  ans  jfsÛL 
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Oq  {MHimtt  éMMr  I0  aigne  coalnriw  au  second  aemlire  de  Téqnatioa 
(14).    Celai  qoe  nom  mm  dwisl  est  tel  que  le  radical  Ay  se  réduit  à  -)- 1, 
en  8n|fpo8ant  jr^  =     =  jr,  =  . . .  ar»^,  =  0,  et  en  même  temps  Aar,  = 
= . . .  &Xtm.i  =4-1'    Pour  démontrer  cela,  «opposons  x^,  x^, . , , infi- 
nineat  petits,  on  aura  dans  ce  cas: 

àx^  =  A*,  = . . .  Ax^m-i  —  1, 
et  1m  ifutiinis  (lô)  foat  ?oir  que  x^,  jr^, .  .,x»^t  «fttisfoiit  à  réqaatkm: 

17)   **+«;^»ji^+li^«^  +  ...  +  *^+fl^«a 
Cette  équrtien  étant  de  éeg^  f%  doit  aveir  e«eere  «ae  laefaie^  Ea  la  iéalg- 
aaat  par    <n  aara: 

dooe  en  verta  de  l'éqaation 

z  =  — y 

L'équation  est  donc  satisfaite  en  faisant  x  =  —  y.    Or  cela  duuuc 
deae  ea  vertu  de  (16): 

On  pourra  enoore  reaarquer  que  y  se  rédatt  pear  des  valeaialalidBient  petites 
de  s^,  *»m-i  à  *i *  "  Cela  fait  voir  l'éqntlea  (iT), 

fai,  B'ayaat  paa  de  aeooiid  lenae,  doaaen  la  mnnaie  dee  nelaes  égale  à  aére^ 
e'eatFà-dires 

donc:  , 

19)  y=s4r^  +  »,+...  +  «t.i-i* 

A  Si      est  iaipair  et  9»  pair,  fa;  deit  être  dn  degré  2» — 1  et 
de  degré  2» — fL  Doue  oa  aara  daaa  ce  eaa     aoiahre  de  S* — i  eoeiïdeaa 
iadélenniaé^  et  eo  parriendra  k  dea  fermules  seaddables  aux  (15);  nuds  la 
fSraetiea  y  aara  ene  valeor  diffàwate.    Oa  déaroatren  aiséneat  qaelle  aera 

égide  k^]»  valeur  de  jr  étant  détemiaée  pir  Féiptttion  (14). 

Cm  11  Si  t$  Mi  mn  nmbre  la^nir  ef  nfn^-l. 
A.   Si  fx  est  impair  et  <fx  pair,  en  ann: 

A  =  K+  +  1-  «U-i*^*  +  ^•")«'» 
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Les  coeffioUns  <t<,,  a^t..,a^ip  b^^  «ont  déterminé  par  les  Èu 

équations  iiueaircs: 

La  fomsUon  y  le  «en  par  réiioatioii: 

qu'on  obtiendru,  eu  faisant  dans  ^21)  xs=(}. 
Bnfin  de  radical  àff  est  détoniaé  par 


Cela  poaé  oa 

oar^  -f-  oar^  + . , .+  lUTtoas  «(y  +  ^ 
■«flf,  +        +  •  •  •  +  «««i»a=«^—       +  C, 

Les  fonctions  y  et  /ky  sunt,  comme  dans  le  cas  précédent,  des  iunctiuus  ratiou- 
nelles  des  variables  x^,  x^, . . .  «««  at  dea  radicaux  àx^,  ùx^f . . .  6xtH»  et  on 
démnlrera  de  la  mlu»  «aaîèn^  fu'aa  aara  penr  dea  Yalena  Inllniawat  pe^ea 
de      .  ••«Vtii» 

-j»)  y  =  ar^H-jr^-|  

al  fan  aiqtpoae  en  aMtee  tempe  qoe  lea  radicaaz  Adr^»...  Art>  m  rédai- 
aent  A  4*  1»  ^  a*énuio«ira  ainnltanémeat  avec  lea  variables. 

Lea  fenanlea  (SS)  peaneat  d'aillenn  être  dédattea  sor  le  daaq»  de  eeltea 
du  preanier  ea%  ca  y  fafaaafc  «««-1  sas    et  diaageaat  eaaaite  k  en  »  1. 

B.    Si  fx  eat  pair  et  <fx  impair,  on  parvieudra  k  dea  fomalea  aenbla- 

bles.    La  valeur  qui  en  résultera  pour  la  fonction     sera  égaie  à  ^  où  ^  est 

détormiiit'  par  la  fonnule  (25). 

On  voit  donc  par  Ips  formulps  ff.'i.  2Î>),  qu'on  pourra  toujours  exprimer 
la  somme  d'un  nombre  donue  de  «onctions  par  une  seule  fonction  de  la  uu^me 
espèce,  en  y  ajoutant,  pour  les  fonctions  de  la  première  esprce,  une  constante, 
pour  ccUci»  de  la  Hvcoudu  espèce  une  certaine  fonctiou  algéifriquCf  et  pour 
oellea  de  la  troiaième  espèce  une  fonction  hgarithmiqne. 

Ba  frfaaat  ^tentlon  qn'aae  Intégrale  quelconque  de  la  feme 
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peut  être  rédnite  aux  fosotioM  o»  et  0^  et  &  an  certain  nombre  de  fonctions 
de  la  troisième  espèce,  en  y  aJontMt  UA  tsjxeasànm  algâiiiipie  «t  loguithnl' 
^w,  U  €§i  clair  qu'ea  faisant 


27)  ^px^  -f-  lio',  -j-  ^x,  .  .  .  =  tf/y  -f-  /)  -f  (7, 

OÙ  V  est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 

£n  vertu  des  formules  (IS.  25)  il  est  clair  que  la  fonction  v  ne  change 
pas  de  Talflor,  al  fou  ajoute  à  la  foBcfliHi  ratlemielle  l«  noe  quotité  constante 
^elcoofo^  de  sorte  qu'on  peut  supposer  également 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  est  la  seule  qui  puisse  satîf^faire  à  l'éqn»- 
tion  (27).  En  effet  si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  l'une  des 
variables  indépendantes  .r^,  a-,,  .. pur  exemple  a  x^,  ou  aura:  . 

Cela  posé,  si  Ton  suppose  tontes  les  quantités  jr^,  y  égales  à  des  con- 
stantes détenniaéesy  on  aoia,  en  mettant  »  poor  sf^,  et  faisant 

d!ar  s  J .  f  iCr -}- jmIs^ 

dToà  Ton  tire; 

t}'T  •=  f{Aq  -f-  p)dx. 
La  fon<!ti()n  ^px  ne  pourra  donc  renfermer  qu'une  seule  constante  indéterminée 
Jt  et  par  conséquent: 

est  son  expression  générale. 

Les  pro[)riéti's  exprimées  par  les  formules  de  ce  paragr.iplie  nppartien- 
nent  donc  exclusivenif nt  aux  fonctions  elliptiques  C'est  pourquoi  je  les  ai 
nommées  fontlamentnles. 

Dans  les  formules  que  nous  avons  données,  y  a  une  valeur  unique,  mais 
on  pourra  satisfaire  aux  mêmes  formules,  en  mettant  au  lieu  de  y  une  exprès» 
sinn  aig^riqne  contnaat  nne  constante  arbitraire.  En  effet,  pour  avoir  «ne 
telle  expression,  il  snflit  de  supposer  une  des  varibles  x^,  x^,  x,, . . .  égale  à 
me  ooDstsnte  aiUtraire,  et  la  Talenr  de  y  qn'on  oMeodra  par  là,  sisa  la  pins 
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générale  possible,  comme  on  sait  par  la  tîiéorie  de  rintégratidn  des  L'ijuationR 
difTérentiellcs  du  premier  ordre,  dout  linlégrale  complète  ne  contient  qu'une 
seule  constante  arbitraire.  ^ 

A  l'aide  des  formules  (15.  2S)  on  pourra  exprimer  la  somme  d'un  nom- 
bre qneksMiqne  de  foncttoiie  par  eue  eede  foneden.  11  eet  Ikcfle  d'en  tirer 
lee  fmrales  eobaiitm: 

;    ox .  +     SX.  +  .  .  .  +  ^  oar.  =  C  +  «y. 

OU  jUj,       . . .  fin,     désignent  des  nombres  entiers  qnelconcjues,  et  y  est  une 
fonction  u/ytùrique  des  variables  a?, ,  Xj,  ....r,,  de  même  que  les  coefGciens 
dans  fa  et  (pa.    Pour  avoir  ces  formules,  il  sullii  de  supposer  dans  (15)  et 
(21)  um  cerbtfe  eoiilire  dra  quantités      x,, . .  .y  égales  entre  eOee» 
Poor  détiMeiieer  y,  fx,  qix,  on  aan  cette  étpntion: 
29)  (/îr)»  —  <çMr)P(l— «•)(!— 

^  doit  «voir  lien  pour  une  Talenr  qnelooaipe  de  «. 

(.  3. 

jippliûuUom  am  est,  vA  dtvs  futotiBn»  ««Mf  rfat»«^««. 
Pour  rédolre  deux  fonctions  à  nne  seule,  il  «nfiit  de  «ap|M»ser  dans  les 
fonnoles  (85): , 

n=l. 

Cela  donne 

et  pour  détcnniner  les  denx  constantes     iit  b„f  m  tara  les  deux  équatiens; 
+  *î  +  *<»^i  =  +  K  +*o^.  =  0. 

qni  donnent: 

6^,  on  avra  la  valeur  de  y  par  la  formule  (23),  savoir  pour  «al; 


30) 
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«M  bira  m  nnhipllttt  tM  lut  et  ea  bn  pur  *iA»,+«gAaVj  j 


51)  y  = 


1— c«*V\ 

Si  l'en  espiiiM  et  en  x,,  y,  on  aura  ces  expressions  trè«  simples: 
L'eipseasion  4e  ii^  te  tire  de  féipntion 

en  4gtbet  entre  eu  h»  ceelReleas  de  sfi  dne  les  denz  nwnbiee. 

Lei  IbBctieM  e^  et  y  étant  détemiaées  ceniae  on  vient  de  veto-,  les  ftir* 
■mlce  ^S)  deneron^  eu  ftiaant  nsl: 

<}Mirt  à  la  valem  da  radteal      elle  est  donnée  par  réfniuoB  (S4): 

54)  ^=«s±f!^. 

Pour  réduire  la  différence  de  dcox  fonctions  à  une  s(  ule,  il  suflit  dr  rl  anger  le 
signe  de  x,  dans  les  formules  précédentes.    La  valeur  de  y  deviendra  par  là: 

Si  dans  les  formules  {'7^)  on  fait  j-^  ég^al  h  une  constante  arbitraire,  on  aura  la 
condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  variables  de  deux  fonctions  si  elles  doi« 
veat  être  réductibles  l'une  à  1  autre.    Kn  faisant  ;r^=e,  x^^x^  on  aura: 

JSn  différentiant^  U  viendra 

37)  ±^ÈL, 

Llnt^rale  complète  de  oette  éqoation  est  dene  exprimée  par  réipuiion  algé^ 
briqne  (58)|f  e  étant  la  constante  arbitraire.  Parmi  les  iiMigrales  particalùves 
fl  y  a  à  remanpier  les  suivantes: 

I)  jr=4r,  qui  répond  à  essO,  ^sAx* 

«)  y  =  ±i  V»  lépond  4e«i,  ^««T  ^ 

44 


»=V'(.-^EiS-.).  và'i^  »  «=1.  « 

I  * 

Application  au  ea»,  oà  toitte$  le»  fonetiott»  iam^t  tUÊt  égl^M, 

Si  loa  lait  daus  les  formules  (15.  25). 


on  aura  celles-ci: 

fjaj;  =  C, 


OU 


38)      < =  o«y  — + 

59)  (A)'-M'(i.-i'Ki-c=-==)={i"— *>(*'— »'), 


I«  CNWUn  jr  Mt  «tenriirfe  pw  In  «jutioil  (14  13): 

La  première  a  llea  si  /*=:2»— l,  la  secoide  ii  ^ssSn.  Les  équations  (1*. 
22)  qui  doivent  détermiinr  Ips  coeiTicieDS  «„,  a,,  «,,...,  *i>  *,f...  le 
réduiront  dans  le  ca&  que  nous  considérons  à  une  senle,  stvoir 

fx  -f-  ffx  .Ax  =  0, 

mais  eu  vertu  des  principes  du  calcul  différentiel,  reftc  équation  doit  avoir  en- 
Mn  liea,  en  la  différentiant  par  rapport  à  x  seule  ua  nombre  <}iielcon<|ae  de 
tûSë  maiBâït  que  fi.  On  aura  donc  en  totalité  équatiuas  linéaires  entre  les 
f$  inoognn^  M  Ton  tire  lenn  valenrs  en  foactiooB  rationnelles  de  la  vnriable 
«  et  d«  ndlol  àx,  CnuniMnt  «;,,  a^,  a.,...,  b^,  6,, . . nnm  h 
nleur  de     à  l'eMe  de  réfietioo: 

On  pourrait  déterminer  de  cette  sorte  tontes  les  quantités  nti(  essnir<-s,  mais 
fO»  nlens  approfoudir  les  propriétés  de  la  fonction  y,  uous  liions  t  iitajuer 
le  problème  d*Bne  autre  manière,  qui  conduira  successivement  aux  valeurs  de  y, 
«onwffoaitata»  aux  vnkwrs  1,  2,  3  etc.  de  /i. 

IMeigaene  par  *^  le  valenr  de  y  qui  répond  k  ft.  On  aan 


Digitized  by  Google 


U7 

mais  si  Ton  fait 

'  1— «^^r;  • 
M  Êan,  ta  vnte  de  0IS): 

uoac: 

Lft  Tilwnr  !•  pitt           da  ^  MrtiBfen  à  «Me  éfuIlM  e>t: 

ok  «  est  ane  constante.    Pour  la  déterminer,  soit  ^  inlinîmcnt  petit;  on  aora 


L> équation  (41')  donnera: 

d««  •=0^  et  par  suite  ^«+j^=y,  c'est-à-dire: 

Oe  mra  de  la  néne  Baaière: 


La.  yeniice  de  cce  fenmlee  eervira  à  trodver  x^^,  lorsqu'on  eonnit  et 
eft  pown  doie  fomer  MiceeMiveaeBt  les  foeottow 

*«»  ^»  *«»  *»»•••» 
en  remarquant  que  at^s»,  Affi=à*. 

SI  mss  t,  ea  trenremi 
44) 

En 


cette  formule  fait  voir  que  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  si  fi  est  no 
nombre  impair,  et  foe  «,1.  eat  de  la  fbme         oàpeetntioue]^  si  |*  est  wi 

Bemlwe  pair.   Dtaa  le  premier  eaa        est  ratioaael^  et  Aar|»  l'eet  daaa  le 

secead.  Oa  voit  ^(aieneat  qae  a'évHMMiim  ea  Mtee  teaqiB  qae  A»,  al  |» 
cet  la  Bodbce  pair.  Lea  q"?""*^ 

44* 


■ont  ta»  dm  fmetfoM  nfiomelli»  de  «. 

Si  r<m  Multiplie  eatré  eHes  les  deux  fomales  (42,  iS)  Il  vlettdni] 


44') 


•  Xi 


'  î=é^ 


équation  qui  ponit  eqpfiner  la  plus  alnple  rehtioa  qnl  poiiBe  dire  èlAIîe  eitre 
les  Ibnetions  «j^. 

Bu  y  hktaat  «ss^^    on  turt: 

De  même  si  Ton  fait  m  =s  fi,  on  aura: 

Ces  deux  fommles  flenblent  dtre  lea  plus  eonnodee  pour  te  calcol  des  fesc- 
tiwfe       flPf,  4?^, 

Pour  (miirer  les  expressiom  les  pins  irinples  de  9^,  sn^esons: 

47)  .,  =  i.A,,=  i. 

OÙ  ?**  9|i  nmt  des  fooetioas  eatièrea  de  ar,  n'ayeat  pas  de  difiseàr  eosunaa. 
£b  aiettaat  cea  valenra  dass  l'équatloa  (46)^  oa  aora: 

Or  il  est  évident  (fue  la  fractioa  da  aeeond  menbie  est  réduite  à  aa  plus  Bfmple 

expression:  dooc  on  aura  séparément: 

En  faisant  les  mêmes  substitutionii  dans  l'équation  (-4î>),  on  obtiendra 

48)  'PtiL-i  _  P'jL-i^  ,—ll'Pl.i 

Or  je  dis  ^.la  firaetioB  du  aecoud  neiabre  eat  rédnHe  à  sa  plus  slaiple^  ex- 
piesBloa.  Ea  effet  si  Fea  avait  pour  uae  uiàne  ▼alear  de  *î 

an  aurait  encsre: 


Mais  ou  a  ea  général 
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doDC  aussi: 
«NI  bien: 

oe  ^  est  iiit|H)Siiil»le,  car  oa  doit  avoir: 

«  =  ±V 
Oflk  posé^  ré^ation  (49)  donnera: 

Si  dune  om  Mteratîne  sneeeniTeiiiciit  let  fonetloiu 

J'*»  f ■>  Pa>      F«>  fit  •  •  * 

PT  le.  ^tl<H»  (4ft  SO),  &  sera  mymu  rédidl  A     pl»  «i»ple  «pr»»to.. 

'h 

On  pourra  faire  p^z=.Xf  ^^  =  1.  D'après  la  forme  des  expressions  (48. 
50),  il  est  clair  que 

^)  Pi^-i  «st  nue  foDCtion  entière  el  Iflipalre  4e  «  dn  degré  (2^  —  1)*, 

2)  où     est  hm  fonction  enUère  et  impaire  dn  degré  (2//)*— S, 

3)  y ^  «st  «ne  fonetioa  entière  et  paire  da  degré  it* — 1  on      selon  fue  ^ 
est  impair  ou  pair. 

Len  fonctions        et      auront  dono  la  forme  «livante: 

Cte  aura  par  exemple: 

uw\    2xAx  »— 4(l+c*).r»+0c»j^— c*J* 

^)  *»  —  l^§et««^  4c«  (l-fc*>f« — !••«•  * 

n  est  fodle  de  voir  fne  les  coelldens  A^,  J^t ••'■^1,  Â\, . . .  Ji«»  A,, 
.  A*,  i'I»  -    serost  des  fonctions  entières  de  c*.    On  a  tonjoon 

^  =  «/»  — 1,  ifo  =  2^  et^i  =  ^;=0. 
La  fonction  x^^  est^  comme  on  voit,  irrationnelle;  or  on  peut  fiM^ment 
trouver  une  fonction  rationaelle  y  qui  satisfasse  à  Téquation 


860 


Une  fMMtfra  do  cette  torte  est  b  mlmte: 

car  on  «  es  verte  (37): 

et  jf  eet  rattemelle»  indeqne  le«  fineUou4ray^  et      le  eeat  O»  veira 
BCttt  qn»  cette  feaetfcm  y  wn  le  fome: 

Pour  ^=1,  on  aura: 

NoQS  verrons  dans  la  suite,  comment  les  fonctions  et  jf  peavent  être  dé- 
conf  osépK  en  factears  et  en  fractions  partielles. 

Nouii  ferons  voir  aussi  que  les  équations  précédentes  sont  toujours  réso- 
hbUui  algébriquement  par  rapport  à  x,  ep  eerte  fit'ett  pvbee  expriner  »  es 
âr,t  à  Teide  de  radfe«K«. 

Chapitre  IL 

Sur  la  relation  la  plu*  générale  qui  exiate  entre  un  nombre 
quelconque  de  fonctions  elliptîqtte&, 
Afvèe  avoir  établi  dans  le  cbapitre  précédait  les  pnqviélée  fondaaienlalee 

dce  fonctions  ellIplipeB,  mua  allone  aulntenant  en  faire  d'applications  au  pro- 
blème général,  que  nous  nous  sommes  proposé.  Nous  ferons  voir  ipi'oa 
ponrra  en  ramener  la  solatioa  à  celte  de  qnelqvea  autres  plus  sinples. 

M. 

Ait  II  fcnn''  tfnnl  f'inft^^ralg  d'une  (fi'fT'-^rrnlirflr  quelconque  afgf'hri'rpjr  rst  ^ua^HfttUty 
en  ÊUgfOêttnt  C9tte  intégrale  exprimable  par  dtt  /onctiont  algébrifUM,^ 
lùg«Hihmijut$  tt  Mptiqim. 

Soient  x^y      dr,, . . .  j?^  ns  nondire qiieIeoni|iie  de  nriables,  liées  entre 

elles  per  des  éfnatloss  slgébriqoes  dont  le  sombre  est  Boisdre  qae  celai  des 

variables.  Soiest      Jf.»  ■  •  -  ^ii  des  fonctioM  algdbriqnes  qneloosqaes  de  ces 

TariaMes  et  sapposess  qne  la  différentielle 

y , .  <f.r  j  +  y ,^ .  f/.r  ^ -f  .  .  .  +      . //x^ 
soit  complète  et  que  son  intégrale  suit  exprimnble  à  Taide  de  fonctions  algé- 
briqoes,  logarithmiques  et  elliptiques,  en  sorte  que  l'on  ait: 
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57)  /(3r,Ar,+3r.il».+...+y^A»iJ 

où  A^,  A^j  ...A^,  a^,      ...  a.  soDt  des  qaamtitéB  constantes»  t%  v^,  v,,...*» 
*  ^s>'  fonctions  alffébriques  des  variables       x,, . . .  x^,  et  V',> 

V'„ . . .  1^.  des  fonctions  elUpti^es  quelconques  des  trois  espèces  avec  des 

modules  et  des  parami-trt's  ijuchonques.     D^sig-nons  rrsppctivenCDt  pST 
e^»...r»  les  modales  de  ces  fonctions,  et  faisons  pour  abréger: 

58)  ±        —  x«Kl  —  * V))  =  A*r, 
en  sortit  qu'un  ait  en  général: 

où  f  esl  une  fonction  rationneUe  de     de  Tune  des  trois  forsies: 

selon  qne  ^|iy«est  me  fonction  dels|ifenrièlO  de  la  seconde  ou  de  la  troisième 
espèce.    Nous  poomms  même  supposer       V  soit  sne  fonotion  ralionnsile 

faelconrfiie  «le  x. 

On  pourra  regarder  un  certain  nombre  des  quantités  x^^  x^f,,*x^  comme 
variables  indépendantes.    Supposons  que  les  st  premières 

60)  x^,  x^,  x^, . . ,  x^f 

le  soient:  dans  ce  cas  toutes  les  quantités: 

61)  x^xi  ^-+«, . .  •  x^,  ij,  t^y...      M,      v^t y,,  ^f,,  •  •  -  y^ 
ssnmt  des  fosettoss  algébriques  de  x^y     »  « •  •  ar«. 

Cela  posé,  imaginons  me  IbnetieB  algébrique  I  tsUe  «|n*OB  pidsBe  eiqti* 
ver  tootes  les  fonetioas: 

«)  1%  r,î  I,,  l„ . . .     A,(<,V  M'Ji •  ■  •  ^ 

fttiouélleBent  en 

» 

*i»  *«»  ^» ■  •  ««il»  9x*  9%*  9***** 
11  existera  une  infinité  de  fonctions  9  qui  jouiront  de  cette  propriété.  Une 

telle  fonction  sera  p.  ex.  la  somme  de  toutes  les  fonctions  (62),  multipliées 

cluicune  par  un  coefTicicnt  indéterminé  et  constant  Cela  est  facile  de  démontrer 
par  la  théorie  des  équations  algébriques.  La  quantité  0,  étant  une  fonction 
algébrique  des  variables  x^,  x^,  . . pourra  donc  satisfaire  à  une  équation 
algébrique,  dans  laquelle  tous  les  coeCicieas  sont  des  fonctions  rtUiamteUes  de 
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x^,  T^, . . .    Or  au  lieu  de  supposer  ces  coefficieiis  ntionneiB  «ur^, 
BOUS  les  supposerons  rationnels  en 

^>î)  ^1,        x„...x^,  y,,  y.^,  y„  . .  •  y,». 

Cette  supposiUon  admise,  oa  simplifiera  beaucoup  le  raisoonemeot. 
Soit  donc 

63)  r=o 

réqntton  en  I»  déBignou  m»  degré  par  â  6t  supposons,  ce  qui  est  permis, 
qu'il  mH  impossible,  que  Is  foncttoo  8  poisse  être  rseioe  d'ono  «nCre  éqootio» 
de  Is  même  forme,  mais  dont  le  degré  est  moindre  qoo  A 

ImsgÎDOos  msintenant  qu'on  diffâreMio  l'éfratfon  (57)  par  rapport  sus  vo- 
riableo  indépendantes  x^,  x,, . . .  ^  Il  est  fiieile  de  toîi^  qne  In  dîflérentiene 
qu'on  trouve  sera  de  la  forme 

66)  p^*dx^-{^p^.dx^-{-...^^p^.dx,  =  Of 
p^,...p^  seront  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

'j»  •••'>>•••  '»»  ^iC,)»  ^('î)»  •  •  • 
Donc  CD  introduisaot  la  fonction  0»  J'j»  P%**"Pm  deviendront  des  louctions 
rationnelles  de 

67)  $,  x^f  x^f . . .  aTji,  Vit  y^i'-'y^' 
Coin  posé,  réqnation  (66)  donnera  sépnrement 

68)  1»^— !0,i»,  =  0, /»,=;0,...;i«=a 

et  H  est  ehlr  que  si  ees  éqnntlons  sont  sstis&ttcs,  Téquation  proposée  (St7)  le 
sera  ésatemenL  Mnintennnt  les  équations  (68)  nont  notant  d*éqnations  en  • 
de  In  même  foraie  que  V=%  ou  poniront  aisément  éororéduhesà cette  forme; 

nuds  suivant  rhypotibèse  F=0  est  une  éqnntion  irrédnetible  en  %  doue  il  suit 
iTua  6iéorème  eonno,  que  toutes  les  équations  (68)  seront  encore  sntislsites» 

en  mettant  nu  Heu  de  0  une  quelconque  des  racines  de  Féqnstion  F=0.  Donc 
réquation  (37)  nnra  lira  quelle  que  soit  In  valeur  de  ^  pourra  qi^elle  satinfimne 

à  F=0. 

Désignons  par 

les  racines  de  1  équation  ^  =  0  et  par 

70)    M',  M%  . . .  . . .  vj»);  t'^y  r„ . . . 

les  valenra  correspondantes  des  fonctions  «,  v.,  L'équation  (57),  en  sob- 
ntitunnt  dmm  le  neeond  mendire  les  «xprasslou  des  quantités  v^,   
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Jfi>  îfi^  '"yv.'i  subâtif liant  ensoHif  ailtlfea  de  0  Kuccessivement  Ie»i»jiil|)ii»?%t 
0„...0f..  rfqnrttimi  (M)  lionnera,         Ô  iupatàiBm  fbbMc»,,fii|^va|aaléw 

jyîTfftlIr,  CDD  lin  iront  à  c(-n(<-ri: 

Le  spriind  membre  de  rptfc»  éqinifinn  potirra  encore  être  rédail  'à 
beaocoup  plus  simple.   Cousi«1i  1  nus  il  abonl  sa  partie  alg^lmgpe  . 
■^"^      «)  .  tt'4-«»-i- ...  +  «w  =  £r. 

fym»  ioéfAvm  est  Miytofa  wrttoffgffwwâirf  en 

if^  ta  diéorèn»  «onra  des  foocMons  ^Métrifie»  «t  ifÇopn^lijpy  «i^fv;^ 
jjyfcwr  la  jjmdjUiii  U  raffawirifawiif  ea  ^ 

73)  X,,  jr„  . . .  x^,  7/, ,  y.,  ...y^  ^ 
et  par  les  coelBripns  !'f  fpiatiott  frrrO;  mais  ceux-ci  sont  fux-inôrnos  dw? 
Çj^ion»  rationnelle»»  des  quantités  (73),  donç  lu  fooot|oa  U  \q  sera  éjs^ii|^^ 
•vj.  .  ,S*oit  maintenant  '            [     . -i 

74)  log  A  .  =  log  ï?'«  +  log  r»,  4.  . . .     log  î? J«) ,        '  '  '      '  " 

«<-•..  ■.  .         •     -1  "..(fj.r  1.  ;   .■!...  •• 

rat  :=  «fn.  If  M  .  .  .  t^™^ 

Itt^e  la  iimetioD  F.  e«t  aoial  um  foaeliim  raâomiene  '  dM  quntKÏè  (7%  69) 
éi symétrique  par  rapport  4  0,,  ^••••^tî  'oae  «h  JéaKWtivn  le  la  mi^mc  nue 
■Mre,  ^  F,  pourra  s'eiprimw^  ntionièlleiieiit  par  ka  qoaatitài  (7S)  aeolea. 

Il  reate  &  coaaldérer  la  partie  eOiptiqQe  de  l'équatiaii  (71);  or  4^a|!|rj^  Iff 
^^^naolea  do  chapitre  précédent,  on  pourra  toujours  faire 

sr   I  V'-(''-)4-  V-('".)  +  ----f  V'-C-"^) 

(7^~)+i»  +  i?»iog*,4-^logsr,H-...  +  ^logjr, 
IHl,,  toutes  les  quantités  . 

7(>)  ^-.»  A.(r,),  ;i,  y„  jjr,    ,  , 

aoat  des  fooctioiis  ratioanelles  des  fonctions 

or  oe11eB<ci  aont  dea  fiHHsUoaa  nrtieanellea  des  fuaatitéa  (89.  73)^  et  fl  est 
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clair  qucUcâ  seront  Byraétriqucs  par  rapport  à  ki,   dg,  iloac  enfin  on 

Ipura  eiprioMT  les  finetlmw  (76)  rritonneBeMent      Im  fniititéi  x^,  x,» 

•  •  •  ^1»;  yi»  yi>  •  •  •  yj*' 

En  Tcrtii  de  ce  que  nous  ▼«■OM  4e  yoir,  oh  ponmi  done  nettre  ie  m- 
coad  nenbfe  de  Féqaatfoii  (71)  loin  fai  fome: 

r  +  ^  log  9' +  if*  lof  (1^  + . . .  +  lege(*> 

m«e  MM  tOHMiB  peiraMU  i  ee  théerèiM  féaânl: 

TMarèiM  IL   Si  «ae  ialt^nle  qiielcoai|ne  de  la  fonae 

Jlsr  Ai + jTt^. + •  •  ' + 

où  y,,  * •  «yii  sont  des  fonctieiis  algébriques  de  ^rf,  . . .  Hées  entre 
elles  par  an  nombre  qnelconqae  d'équations  aîgébriqMs,  pcat  être  exprimée 
per  des  fonctions  algébriqucf^,  lo^arithmiqnes  et  elliptiques  de  sorte 'qu'on  ait: 

+  •  -h  y^f^^)  =  «  +    'og  »\ + log  + . . .  4-  ^,  log  », 

où  il,,  ^„...a,,  a,,...  sont  des  coustantes;  »/,  ?»,,  des 
fonctions  algébriques  de  x,,  a,,...  et  V«>>"  ''^-^  functionii  elliptiques 
^eleonques  ;  on  pourra  toujours  exprimer  cette  btégràle  de  la  naalère  anivaate: 
*/(yi  •  «^1  +y.-  «^.+ .  •  '+y^-dxv^^  r + ^'  log  + >  log  ..+i<W|ogf« 

#  ëlMt  u  Bombre  entier;  a,,...cr,  les  méatea  ^e  dans  réqoatimi  ^7); 
id^,  ^,...de8  eenetnte^  et 

A,(»,),      4.(»,), . . .  •«  4^1^,    f',  f^. . . . 
dea  fonotiaM  rà^eîmelfM  des  qnaatitéa: 

Ce  théorème  n  non  spiilf>irif-nt  luMiiooiip  d'iniportancc  dans  la  solution  de  notre 
problème  {jènéral,  liiais  il  est  encore  le  fondement  de  tonf  ce  qni  concerne 
Tapplicalion  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  à  la  théorie 
de  rinldgnition  des  formoles  diférvntîéllea  algébrique»,  J*ea  ai  tiré  w  gnad 
Mnbre  de  résakats  araveanz  et  géaéraox  que  je  sOMaKttni  an  Jugement  des 
géomètroi  dau  nne  antre  secsRisa. 

Comme  corollaire  de  ee  théorème  il  y  a  A  remanpier  le  suivant: 

TîieerèNM  m.    Si  une  intégrale  de  la  forme 

/(y,  't't         +  •  •  • + 
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pMrt  être  espcinée  par  une  fonction  algébrique  et  logaritlmifiie  dd  k  fome 

OD  ponrra  tonjoars  supposer  que         ,       . . .  ?\  soient  des  fonctioDK  ralion- 
nelles  de  or^,  jc^,  . . .  x^,  y^,  y^f'y^-    Si  donc  on  a  l'intégrale  Jydx,  où  y 
est  liée  à  x  par  une  écpation  algébrique  quelcouque,  ou  pourra  supposer  qoe 
et&  Bolait  dtft.  |pMliowi«tioin«]lfs  de  y  et  9% 

«.a 

jl^grfiiMlffoS  th  thffnr^mr  ffn  pnrncrnjthr  précédent  à  la  retation  ^l'néraU  fid  tMtlIê  mha 

des  fonctions  algébriques,  logaHtkmi<pie*  rt  fUipfiquet, 

On  peut  tirer  immédiatement  du  tlu-orème  général  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent,  plusieuni  propohUious  importantes,  relatives  à  la  tbéorie  des 
fonctions  elUpUqiieB. 

Soit 

DM.  lelatiea  qaelcoaipie  eatre  les  feeeUoM  ellipCi^iie» 

dont  les  modulée  SMt  respectivement  c^^  c^^ . . .  e^.    Si  pour  abréger  on  fait 
— ^W^}' — AwT,  le  premier  etembre  sera  la  même  chese  fée 

vkr^,  r^, .  •  •     seront  respectivement  des  fonctions  ralieiBDeUes  de  Xj, 
. . .       Dese  es  verte  de  théerème  DL  ou  pourra  éneeeer  le  solveet: 

Hévrèmê  TV.    Si  l'équation  (77)  a  lien  en  supposant  que  f/, 
soient  des  fonctions  algèbriqiiet  des  quotités       x,, . . .  x^:  on  penm  toit 
join%  sens  dlmlsner  Is  généralité,  snpposer,  qne     f,,  soient  ex- 

primées rationseUesient 

£n  écrivant  réipistiott  générale  (77>  de  celte  msnière: 


*)  J'ai  fondé  Bar  ce  théorème  une  nouvelle  théorie  de  l'intt'grttion  dea  formule*  dlffé- 
Mttllcfle*  algébriques,  que  j«  n'ai  pn  encore  publier  jutqu'k  préadit.  C«lt«  'ttteito 
franchit  beaucoup  lea  n'^iullafx  connu.»,  et  aon  but  e«t  d'op«^rer  toutei  ht  rédtciiotu 
fOttible»  des  inté^lea  dea  formolea  aJgébriques,  à  l'aide  dea  foncUona  algébriques 
et  ' lo^ritbmiquea.  Ou  parricat  par  là  à  réduire  au  ploa  petit  nombre  posaiblc  !«■ 
Int^ralM  qui  rnprdaeatcot  aeiv  «m  fsnm  Saie  toutes  les  Intdsnla  t^mm  mimeelusik 

4»* 


on  aura  en  vertn  dn  théorème  II.  le  miivMit; 

Théorème  V.  8t  réi^uation  (77)  a  lieu,  oa  eu  {lourra  toujours  tirer  uae 
autre  de  la  forae; . 

ssr  «1»  J'Iog  (»' + ^'  log  f  •  -f- . . .  ^-  ^<*>  log  p<*>, 
^  élant  m  aonbre  aitier  et  les  qnantitèi 

ie«  finetioi»  rotfMuteflSBr  te 

*t»  *»»  *  '  •  *«»■  Aj*!»  ^*|f 
On  nra  eaeore  «oouie  cwollaire: 

Tkétrèm  VL   Si  une  relation  qaeloMqne  entre  len  fonctiong  eltiptif  ieB 
Vs^t»***1Pi<!*'ik       tioîn  eapieen  n  h  forme  primée  par  réfiation 

(77),  on  en  tirera  une  Mitre  de  It  fome: 

+r4- J'Iogf'+^loK^  +  •  -  •  +  -<it*>lof 
d  étant  on  nonbte  entier  et  tontes  ira  ^pnntités 

«,  »  A,0, ,  0,,  A^O,,.. . .  r,  ^,  ç», . . . 
des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x  et  du  radical  correspondant  à^^» 
Toutes  ces  fonctions  poorront  donc  se  mettre  sons  la  forme:  i 

où  p     q  sont  des  laocUomi  rationnelles  de  x  seul. 

Voilà  le  théorème  qui  nous  Gonduin^  comme  nons  le  Terrons  p}ns  bas»  à 
la  solution  de  notre  problème.  ^ 

Si  l'on  suppose  toutes  les  Tsrisbles  x^y      . . .  x,^  égales  entre  elles  et 

à  X,  et  les  fonctions  ^^x-'-f^'n  ayant  !e  même  module,  qnc  nous  désigne- 
rons par  r,  le  premier  membre  de  l'équation  (77)  sera  la  même  chose  que 

,  on  r  est  une  fonction  ntionneUe  de  jrj  donc  en  vertn  dn  théorème  U. 

on  poutn  énoneer  le  suivant. 
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Théorttme  V  II.  Si  entre  les  fonctions  c5;r,  o^,  il,a:,  n^Xy . .  /TJ^x,  oit 
//,,  n^y..,n^  désignent  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  avec  des  pa- 
ramètres qaelcQB^es,  mais  aveu  le  même  module  c  qu'ont  les  deux  fonctions 
de  la  prenièn  et  A»  h  eeooiite  eepèee  9x  et  Il  eziite  aae  relation  quel- 
de  U  fime: 

tonfiiiiiEB  eoppwer  qœ  les  quaatitâi 

de  la  forme  p     fAtff»       et  q  MWt  des  fooctionB  rationneUes  de  or  seul. 
Ce  théor(>me  est  encore  d'une  grande  Importance  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiqncs.    Nons  en  développeroo»  danft  le  chapitre  IV.  des  eoué> 
quences  importantes  pour  notre  objet 

Réduction  du  problème  génér al. 

Reprenons  la  formnJe  da  théorème  Vi.  En  la  différentiant,  le  résultat 
sera  de  la  fonne: 

on  P  et  lisent  des  fonctions  rationnelles  de  x\  donc  on  aura  séparément  P=^t 
Q=Ot  donc  encore  P — Q.à^^O,  c  à.  d.  la  formule  (80)  aura  lien  en 
faisant  varier  le  signe  dm  radical  àjg.  Or  en  désignant  par  0'^,  0'.,  0',  elei 
fes  Tslenrs  cenei^cmdaBtetf  de      0,, . . eela  donne 

oh  pour  abr^;«r  nous  avons  mis  le  sifse  de  somontion  2;  étant  la  partie  algé* 
briqne  et  logarHhml^e.  En  retraacliant  cette  èqoatlon  de  (jiO^  on  tmovera 

82)  = — ve)  + 

Cela  posé,  désignons  par  c  le  modnle  de  la  fonction  V'  et  par  àx  la  fonction 
— — <^<«*))t  ^  vva»  selon  ce  qu'on  a  vu  dans  le  chapitre  L(5â): 

ea  Cnisant 

y    1— «H*r*' 
«*  étant  one  «pression  algâiriipie  logaridiMiipie^ 
Soieat  mdnfesant 
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où V,     r,  if  imft  âei  foncUons  rationnelles  de  x.    El  fhwigwrt  le  tlpe  il 

ndieal        m  am  les  valeare  de  0'  et  AO',  savoir 

£a  (iubstituant  ces  valeurs  dans  l'expretitiioo  de  jf,  il  est  cbir  ^ue  cette  foooo 
tion  prendra  la  forme: 

83)  y  =  «-A-«i 

où  #  «st  ntiond  ei  A  Ba  mta  4e  la  fimMde  (M)  es  veit  foe  ^  aen 
'  aiUMi  raflonnel  ea  «• 

81  natateiMiit  m  ftU  ! 

OÙ  e  est  coeatast,  on  aura  eaoore: 

W  =  + 


— v!)  =  'ri'Z  +  ''i- 

Or  je  dis  qu'on  pourra  faire  eiisorte  que  c  soit  une  fonction  rationnelle  de  x. 
En  effet  il  suffit  {lour  cela,  datiiihiier  à  ia  constante e one  valeur  q^ui lait Ae=0. 
Soit  par  exemple  £=1,  on  aura 

mais  tf*  rt  tiy,  comme  noa8  veaoaB  de  Toir,  sont  des  foactioaa  ntioBaeiles  de 
Xf  donc  :  le  sera  ég:alenient 

La  formule  (82)  prendra  donc  la  forme  suivante: 
8o)  2d«« .  V     =  2a V'i  H"  ^» 

on  V  eat  nne  fonction  algébrique  et  logarithmique,  qai  ea  verta  do  tùéorène  H. 
]MMurft  se  aiettre  sens  la  fonae: 

u-\'A^  legVj  +    log»»  + . . . 
tmrtn  lea  qaantUés     v^»  v^t,* . .  étaat  de  la  fonae  p  -f-  q*^. 

Ea  développaot  le  second  aieaibre  Ile  réfnation       on  anra  aassi  la  foraaie: 

où  en  vertu  des  deux  équations  (8i,  85)  toutes  les  quantités 


soat  dea  foaeiioaa  ratioanellea  de  la  varialilea  ».   Cette  fonanle  est  done 
«aile  aèeessaire  de  la  fofarale  générale  (77).  Il  fant  ftire  atteatloa  qne  ^  est 
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mm  monlNNi  entier  M  fm  les ' coefieleBS  a,,  a^,  ..«p^  loat  prftiaéfcBitf  1m 
Mènes  dans  les  deax  formntes.    Cett  mue  fcnarqae  essentielle. 

A  Taide  de  la  foniuilt^  (HH)  on  pourra  maintenant  réduire  la  formule  gé> 
B«Talt'  (77)  à  une  antre  plus  sin)|ile;  En  effet,  en  éliminant  la  foucfion  ^fl^  entre 
ces  deux  «Mjuations,  on  trouvera  une  éipiation  de  la  iiit'nie  foruie  que  la  pro- 
posée, mais  qui  contiendra  un  nombre  moindre  de  fonctions  elliptiqaes.  Fai- 
sons m  =  //  et  mettons  o-^  pour  x  dans  la  forarale  (86).    On  aura  :  . 

Brn  éHadmant  la  fraction  ^^f,  entre  len  denx  éfantiens  il  Tiendra: 

Mais  2d  étant  un  nombre  entier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce  que  nons  avons  vn 
dans  le  ehapitre  prècédeat,  tronver  dés  foneûons  algébriques  .«'p^i 
telles  que 

etc. 

drae  In  lîimittle  (87)  donnera  eel1e-d: 

Cette  éqnatira  a  précisenient  la  mémo  forme  qne  l'équitlon  proposée;  seoteamt 
elte  ne  contient  la  fonction  ^y^.  On  pourra  la  traiter  de  la  même  manière  et 
en  chasser  une  des  fonctions,  par  exemple  v^J^_^.  En  continuant  ainsi,  on  par- 
viendra enfin  à  une  équation  qui  ne  contiendra  «pie  des  fonctions  nl^éliriqnes  et 
lo<::arithmiques,  et  qui  ne  présentera  plus  de  difiîculté.  On  voit  donc  que  le 
problème  général  pourra  être  réduit  à  celui-ci: 

Satisfmrê  'é$  ht  «MDiIftiv  la  plus  générale  à  réftuUiom 

|Vx  =  ^,t/',y,  +  (>;v,y, +  ...-i-/Î.V4f- 
ok  f ,  If,,  V,,  '"fm  tUdffmeiU  de»  fmuMm*  dl^^tiques  de»  irait  etfètt»,  êt 
ê»  ttffpeemii  fit» 

y,.  y,.-y- 

soient  des  fituriitiH.s  ratiottttfiUes  de  x;  et  qttfi  A,V,'  l^JI àmjfm  soient  de 
la  forme,  p.àjc,  ott  /»  est  rationnelle  en  x,  et  lijc  le  radical  dans  la  fonction  yx. 
Soient 

^iVi  =Pt  '^>  A^,  =  /i^ .Aar, . . .  A,y.  =  A*. 


360 

Si^poMM  fia  ers  rqiiatioas.  soient  satisfattei^  et  soit 

«ft  IJ^  9^9, ...  9.^  senmt  toajoan  des  fmetiOM  ntiondQes  nUvnt  la  «Hare 
dM  fouettons  on  âora: 

or  «  est  une  fonction  ratioanelle  de  donc  rintégnle  dn  second 
■lealblO  pourra  être  rédaite  à  la  forme: 

ob  r  est  une  expression  algébrique  et  logaritbmîcjue.  En  transformant  tontes 
les  fonctions  yoT,  ^ijfi*  If^syt»  *  ■  *  ^  manière,  l'équation  (87)  prendra 
cette  forme: 

(otwr4-a»Oa^4-«//(^,ÉrJ  +  «//(jr,«,)  +  ■  ■  •  + 
ï  —  «  +  // Jog 7?j  -}-       !o<r      +  .  .  . 

£a  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  il  est  clair  que  la  solution  du  problème 

(89)  pourra  être  rédatte  &  celle  des  safraots; 

Problème  A.    Trouver  tous  les  cas  possibles  où  Ton  peut  satisfaire  à 

en  ntpposant  y  e\p  fonettons  ntionnelloB  do  lindélenniaéo  ot  er  et  étant 
des  eoMtanles. 

FrétUm»  B,  L'éqoatloit  (9f)  étant  sntisfallc^  rédnire  les  trois  foactieas: 
à  la  forme; 

*•  +  Jax  H-         +  A'Uix,  «•)  -f  A'Dix,  «T)  + . . . 
oà  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 

PrvUèm»  C.  Trouver  la  relation  la  plus  générale  entre  les  fonctions  qui 
ont  le  même  module  et  la  même  variable,  c'est-à-dire:  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer  une  fonction  de  la  forme: 

par  des  fonctioas  ;il in  lu  ii|ULS  et  des  logarithmes. 

La  solution  cumpifte  de  ceH  trois  problèmes  sera  l'objet  principal  de  nutt 
recherches  ultérieures.  Nous  allons  commencer  par  le  dernier  qui  est  le  pins 
niniple. 
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Relation  la  plus  générale  entre  un  nombre  quelconque  de  foné» 
tions  elliptiques  de  la  même  variable  et  du  même 
mudule;  ou  aolution  du  problème  C 

Hétt  omme  précédemment 

9Xt  o»^  les  fonctions  «lliptiqaes  des  deux  premières  espèces  et  /l'a^,  Ifa^» 
.,,n>tt^  dp!^  fonctions  de  la  troisième  espèce,  ayant  pour  paramètres  a^, 
ensorte  que 


Cela  p«i8^  0  s'agit  de  M^isbire  de  la  murfère  la  plna  générale  k  réfitOon: 

En  verta  dn  fbéorèpe  VI.  «m  pent  aqipomir  fne  m,  9,,  v^» . . .  1%  soient  de  la 
fimm  j»  4-  ^àsc,  oii  p  et  f  sont  rationnels  en  «. 

Noas  supposons  ee  ^1  est  permis,  qnll  soit  tefosslble  de  ttosfer  me 
rehlion  semblable»  fnî  ne  eoetensit  tentes  les  ftmetiens: 

Nens  svppesons  encore  qn*a»enn  des  paramètrea  ,  a,, . . .  «•  ne  soit  épi  à 
±1  <M  ^  ±  ^sî  car  dans  le  eas  contraire  en  ponrraU^  comme  en  s^  rédnire 
la  fonction  correspenéante  de  la  troisième  espèce  ans  fonctions  «up  et  o^x. 

Cela  posé,  désignons  le  premier  membre  de  Téquitlon  (92)  par  ifx  et  le 
second  par  M-(-X<llogv.    On  aura  donc 

93)  ^x=.u-^2A\o%v. 

Il  est  clair»  qne  cette  éfsadon  snra  lien  encore  si  le  vadteal  diange 
de  signe.  Dose  en  désignant  par  te*  et  «f*  les  vslein  eeneiveedasteB  de  «  et 
SI,  en  snra: 

—  t^ar = «f  +  2ii  lof  . 

Cela  donne 

f    s=  m:  —  ««  +  2ié  leg  (-1). 
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Mettons  ici  — x  au  lieu  de  -]~^»  on  poorra  supposer  que  reste  invariable; 
la  fonction  y^x  changera  de  signe  et  par  conséquent  on  aura,  en  désignant  par 
M%      «*»     les  TSleiira.  correspondastcs  de 

— =  «•  --  «"-f  X4  log  • 

De  U  on  tire: 

Vfx  =  i(«  -f-«-)  -h        log  (^) . 

8oit 

oà  fi,     ji*,     sont  de«  fonelions  paires,  on  «ors: 

+     —  {/»' -f 

■ 

=p  «—  jr*  -f  — 
if=sp  —  f«  —  (f—g'jf^àXf 

dono 

=s  jp» — — —  f*«^**  —  i*(pf — vO^» 

par  coBsé^iunt  on  sura: 

V .  r"          /j'  +  ÇT . 

r'.»'  ~~     — ^.Ax  ' 

OÙ  /x  et  ifx  teioat  des  fonctions  estiAreB,  dont  rnse  est  péktB  et  rsotre  tai> 
putn.  Nous  snpposcrons,  ce  ipU  est  pensis,  qs'olles  n'ont  pas  de  divisesr 
oowmnn. 

La  partie  algébrifse  ^(« — «e* +  est  évideament  de  In  fofSM 

T,Ax,  cil  r  est  nne  fonction  inpaire  de        Bn  écrivant  A  an  lie»  de 
rcqtrcssion  de  v  prendra  la  forme  suivante  : 

9») 

Quant  aux  coefliciens  A^^  A^f...A^t  nous  pourrons  supposer,  qu'il  soit  im- 
possible  dTaroir  entre  enx  nne  relation  de  cette  ferme: 
m^A^-^m.^A^-\'.,,-\-m^AL,  =  <i, 
9k       m^, ...  m,  sont  des  nombres  entiers.   En  effet,  si  cette  éfontion  mi 
lien,  on  annlt: 

ZA  log. =1.       log  log  +     +  A,.M  (^)|  • 

lfcst4-dire: 
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où  le  second  membre  contient  un  noaihie  moifidif  de  logarithmes  cpie  le  pre- 
mier. On  pourra  donc  répéter  cette  n  ducuon  jus  iu'à  ce  qu'une  équation  telle 
que  (9^)  est  impossible.  Cela  posé,  il  faut  preuilre  la  liiHercntielle  des  deux 
Bembres  et  comi>arer  entre  efles  les  fonctions  algébriques  qui  en  résultent 

ConRidérons  d'abord  la  partie  logaritiimique  da  seoood  nenbre  de  la  (m- 
mule  (91).    Soit  pour  abréger: 

<m  Mn,  em  différentlant,  un  résultat  de  la  forme: 


97) 


v.tLs 


oà  «  est  me  foeolion  paire  et  eotitoe  de  x,  savoir: 

98)  v=%.{f».iffx^fpx,fx)t?af-'ftfx,^,{(lJ^^^ti^»*), 
Bftfakant: 

99)  tes(/'4:)*^(9>«)*(A»)« 
OB  pourra  aussi  mettre  v  soos  cette  fomie: 

100)  )  wfix=ft»,%x—fx,Vx, 
éqnation  fiicile  à  vérifier. 

Cela  pM^  déeonposoas  la  fonetfam  .entière  l«  «i  &cteiii«  de  la  fonw 

{x*  —  ff*)",  et  faisons  en  conséquence: 

lOi)  (fxf—i'fxf.i^xf  =  (x»—        (x»  —  al)'» . . .  (r»— =  Oar. 
L'éqoation  (100)  fait  voir  que  si      a  le  foctenr  (a^ — a*)%  v  aura  nécessaire» 

meat  celni  («"—a*)*-*;  donc  la  fonction  fraettonnaire  -^ponm  titre  déemip 


posée  de  la  manière 

oi  test  la  partie  entière»       p"',, . . .  constantes.   D'abord  je  dis  que  t 

est  «ne  constante.  En  effet  T'-xpression  (98)  de  fait  voir  (pie  le  degré  de 
rpffc  fonction  ne  pourra  jamais  surpasser  r-eliii  de  9j.  Pour  trouver  les  coef- 
bciens  . . .,  soit  fl'  Vm  quelconque  entre  eux»  correspondant  an  (acteor 

(o* — de  ftar.    On  aura: 


si  Ton  bit 


^=  — L  pour  «so. 
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M.  Mm  «■  vnta  èt  (400^: 

doue  «n  (aiBBBt  ;r  =  a: 
Or  o»  a 


/a  -f*  fO'àa  —  0» 

et  par  sotte: 
On  a  donc: 

'  •»        «»,— ••— 

En  maltipliant  par  ^  on  aura  la  valeur  de  i^.  JLa  formule  (94)  doaaera  donc, 
CD  différeatiant: 

+     .  (a,  _  _ . . .) 

+  

+  etc; 

Bb  ntetitDaait  vae  foaetioiM  nUmuiella  <|iideiMi|in  de  a;  an  liea  de  r,  m  voil 
eane  peine  <pi*il  sera  inponible  de  laliafaire  i  cette  éqaaficl^  k  neins  r  le 
soit  égale  i  léro.  En  ce  npellant  fue  neos  avons  supposé  qu'il  sioit  impos- 
sible de  trouver  une  relation  entre  un  nombre  moindre  des  fonctions  //'a,, 
/7*a,, . .  .  /7'a.  et  nynnt  ég^rirc)  à  l'impossibilité  d'une  équation  de  la  forme  (95)^ 
on  verra  aisémeot       tous  les  coefTiciens: 

■^i»       . . . 

dcifcafc  ee  létUie  à  a<ffo  excepté  un  seeL  Soit  donc 


-v-V  — ïç=î5'* 
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^= — . — i—i,  p  —  

Cela  pcw^  la  fimrale  générale  (94)  prendra  la  foraia: 

104)  .i!Pa,  —  /Pi»,  —        ^  /y>c^, 

\/r— çx.Ax/~  ' 
OÙ  les  paramètres  a,,  «,,...«.  duiveat  satUfaire  à  rcquation 
105)  (/jr)«-(ç.ar)«(l  — jr»)(l-c»ar^=(ar»-a«)-t(^«-aj-»  . . .  a»^-, 
Tone  des  fonctions  fxy  tfx  étant  paire  et  l'antre  impaire. 

Telle  eat  donc  la  nIatieD  la  pina  générale  entre  det  fiBiicliaas  rapportéee 
aa  aéaw  awdale  et  i  la  aiéaM  varlaUe, 

n  cet  reaiarqaable  qae  la  fipneteii  de  la  aeeoade  e^iee  a'ealve  peial 
daaa  cette  relation. 

Qnaat  à  la  qaaatité  constante  $  qui  ainltiplie  b  fonction  de  la  première 
eafèee  ox,  elle  pourra  sou»  certaines  conditions  se  réduire  "i  7,/ro. 

L'é<jiialion  (10a)  (jui  donne  ies  relations  nécessaires  entre  les  paramètres 
«,»  «^st  prtt-usrnient  de  la  même  form«>  qne  celle   que  nous  avons 

considéré  dans  ie  chapitre  I.  >  En  regardant  u^,  ix^^...u^  comme  des  varia- 
l»le%  eUe  donnera  en  verta  du  tbéotène  L; 

106)   .    '     ^        »^     -r««    -  V"»— fn.W* 

Lea  favaaièlrea  a, ,  a,, . . .  «b.  aatlafout  de^  k  réqnatioa  difljfaeatfelle: 

Pour  avoir  toutes  ies  fonctions  de  la  troisième  espèce  «jui  seront  rédactiUIes 
iadéfiaineirt  A  la  prenlèK  espèce,  0  ftnt  lUre  »ssl.  En  peaast  a^^a, 

Pour  trouver  dans  ce  cas  le  paramètre     on  aura  ré(|Battott: 
100  —  (çjr)«(l  —a*)  (1  =s  a»r. 


ce  qai  fait  défveadre  o  d'uue  équation  ([ui  généralemeut  e&t  du  degré  m*.  Le 
cas  le  plus  simple  est  celui  où  m  —  2.    On  aura  dans  ce  cas  : 


doue  0  ponm  «Toir  les  deux  nkiirs  -1-,     ^tzi^*    ^  vtleim  oonrMpon- 

dantes  de  a  sont  1  L ,  l  -|-  -L.    On  aura  ; 

•à  P«i  ponm  firlflr  le  sigpe  de  a 

Si  msS»  on  «m  due  le  e»  infair: 


{a*  -f  ÉLcf  —       — —c'x')  =  («» — a  Y. 

Be  M  on  tire: 

a*=  6,  o»  +  oa  +  6A«  =  0,  2a  —  c*è*=  —  3«%  a*  -f  (1  -J-  c')b*  =  Set*, 
dooc  en  âiflifaiant  a  et  A»  on  trouvera: 

An  «s  1(1— «V). 
Si  done  a  est  une  racine  de  cette  éqntâoii,  on  inn: 

Généralement  la  quantité  a  sera  pour  on  m  qnelcoi^ae  racine  de  l'une  des 
deux  équations: 

ilO)  x.  =  0;  = 

où  eni  la  fonction  de  x  que  nous  avons  considéré  dans  le  §.  4.  dn  clui- 
pitre     et  qui  est  telle  qu'on  ait 

<£r-  ^  ir 

et  en  mtfme  temps  x„  =  (i  pour  r  =  0. 

Il  y  a  encore  à  remarquer,  que  si  Ton  désigne  par  a  une  racine  de  x^—  0,  ^ 

en  sera  une  de  Téquatiou  Xa8S8-|..  Pour  prouver  qne  «  salinfait  à  nne  den 
éqnationn  (ilO)»  il  «nffit  de  fOMC^per  fnWn  (jl9): 
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1  f  f  )  —  y'(Ax)*  =  {X^  —  a^rix^  —  n\X 

OÙ  «g,  désigne  la  même  fonction  de  a,  que  x„  Vent  de  .r  En  fflulUpUant  les 
deox  équations  (109.  111)  membre  par  ineinbrc,  il  viendra: 

111')    {pfx  ±  qif  X^*xy  —  {p(fX  ±  =  (ur'  —  —  a\). 

Or  on  tire  des  mdnes  équations: 

p'ifxy  -  q\<pxr{£,x)*  =  (*•  — 

0&  it  ést  nue  foselioii  entière.  ]>e  là  en  voU  qne  Fime  des  deux  fesetiou 

sers  divisible  par  («'«-^a*)*;  donc  en  divisant  réqoatios  (III)  par  («*^«*)*", 
le  résultat  sera  de  la  forme: 

où  l'une  des  fonctions  r  et  (>  sera  paire  et  l'antre  impaire.    On  doit  donc  avoir 

d'nbord  {)  =  0,  pt  r'usiiito  =  —  fj'„,,  et  tlo  là  =  0,  on  =  ^.  Ré- 
ciproquoiiient  si  l'une  de  ces  équations  a  lieu,  il  est  clair  par  la  forme  de  (111) 
qu'on  pourra  sutisf^ire  à  réquadon  (KM)).  Il  y  a  à  remarquer  que  dans  le  cas 
que  nous  considérons,  ^  ne  iH)iiri-:i  jamuis  ètie  zéro.  Donc  il  n'existe  pas  de 
fonction  de  la  troisième  espèce,  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et 
logarithmiques. 

Le  cas  particulier  le  plas  remarfaalile  de  la  fonnole  générale  (104)  est 
celui}  ob  tt=3  eC  slJS=sl^ï=«^=l.  Dans  ce  cas,  en  ûlsant  a^sn, 
An.ss'— Afff  on  aura: 

112)    êii,//««,+^ZP„,=il/7.«  +  ,i.«a:-ilog(^±^), 
où 

...V    {fx^c^-ifnXi  ^«si^  easorte  que 

U*»+a«)«~ft«(l-^**Xl-«''^  =  (^-«'K**-«ÎX*^-«5i 
dToà  l'on  tire,  comme  dans  le  paragraplie  3.  du  cbapitre  L: 

6=a.«j.tf^;  a  =  ^.(c*«'«J«* — tt'  —  aj  — 
Aft         a*+o  .  a  „a 

Les  deux  paramètres  a^,      sont  donc  arbitraires. 

Comme  cm  particulier  on  remariera  celui  où  cr,  est  infiai.  Ou  aura 
dans  ce  cas 

«B, 
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On  pourra  donc  réduire  l'une  h  l'aolre  deux  fonctions,  dont  les  paramètres  sont 
reapeetlTenrat  «y  1-,  La.  fomale  «MnreBpottdante  pour  effectuer  eette  rédao- 
tioD  eatx 

US)  zr^+,7.(i)=»,+i.^.i.g(^^). 

Pour  trouver  toutes  les  fonctions  réductibles  l'une  à  l'autre,  il  suâît  de  faire 
étm  la  fonmile  (104)  »=2.   Celn  donne 

H6)  n...^lW.„.+«.^.W„,=,,.„:r-ll.g(A±^), 

OÙ  les  parami'trrs       et      8ont  liés  entre  eux  par  l'équation: 

117)  (/x)*  — (grx)-.(l— —  r^i')  =  (X*— ap-'(**— a*)-, 
«t  eela  donnera  une  seule  équation  entre      et  a,, 

Gktpliro  IT. 

Be  re'quatîon  (t-^y«Xi— c-V)  =r«(l— *•)(!— «V). 
CeoBidéFeiMi  malnteaint  le  fteblëiiie  {A),  nvobr  de  utisfidre  de  la  naalère 
la  plus  ednénle  à  FéiinatieB: 

ilB)  (1— jf»)(l-e^3r*)«rr«(l— *»Xl-«*»'>. 

y  et  r  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  La  métliode  qui  s'offre  d^abord 
de  résoudre  ce  problème  est  celle  des  coefficiens  indétermioéa»  oais  eette 

méthode  ne  paraît  ^uère  applicahle,  si  le  degré  de  la  fonction  y  est  tin  peu 
élevé:  ati  moins  son  application  serait  tr«*s  pétiilile.  Je  vais  présenter  une  autre 
plus  s  in!  pie  et  <}ui  est,  ce  me  semble,  importante  dans  la  tbcorie  des  fonctions 
elliptiques. 

§  I. 

Séduction  du  problème  à  celui  de  tatiêfaire  à  l'équation: 
A(jr,c')         '  A(*,r) 

On  voit  d'abord  que  si  réqaatioa  dont  il  g'agit  a  Uei^  on  doH  avoir 
oéeessairMient 

ob  «  est  eonttmt 

H  eit  fadle  de  voir  fM  lea  deux  facteon  1 — ff\  1— c^*  ne  peuvent 
a'éviBonir  en  néMe  tenpa»  car  dans  ee  eaa  od  anralt  e'*s  1,  et  ce  eaa  à  été 
eseepté.   On  doit  donc  wnlk  aéparénient: 
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1 19)  1  —y'  =  r» .  p,  1  —  cy  =    .  v- 

ou  r^  et  sont  des  fonctions  rationnelles  dont  le  produit  est  égal  à»*.  Egale- 
ment on  aura 

ç.(i'  =  (l—:r»)(l— 

Or,  dUKramiaat  les  deux  èinâtioui  (119),  on  en  tirera: 


120)      |~"  %  •  <y  =   •  ('"l'^e  + 


Mais  it  est  clair  que     ne  pourra  avoir  ancns  factear  comnNiii»  ni  avee  r,  ni 

avec  7-,  donc  il  laut  que  le  numératenr  de  la  fraetiou  iaiiunnelle      siut  divi- 

cls 

8iblc  par  et  parr,;  mais  ces  deux  fonctions  ne  pourront  s'évanouir  en  mène 
temps,  donc  on  doit  avoir: 

«il  V  est  me  finctids  leflonselle  de  q«i  ne  devient  pas  isfiid  en  attrUiiisnt 
&  »  ue  valeur  qui  dôme  r =0.   Soit  y  s  -S^  ôA  j»  et  f  sont  deux  fonctions 

entièreH  de  x  sans  diviseur  couimuu,  ou  aura  évideuiDieut: 

I  **' 
122)  <done: 


Cela  fidt  voir  ^e  v  est  «ne  fonction  entière.  Or  Je  dis  qse  ;v  se  réduira  à 
me  eonstante.  Désignoms  par  s»  et  n  les  degrés  des  fonetions  p  et  f  ,  et  par 
j»  et  V  sens  de  l  et  «.   CSels  pos^  il  y  n  trois  cas. 

Cas  I.  »>«!. 
Dans  ee  cas  l'équatien 

ftU  virir  qne 


mais  comnte  ou  a 

on  trouve 
done: 


 » 

y  <2si— 1> 
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et  pur  ounaétiaent  v  canstnL 

Cas  IL  »>m. 

Oi  «m  de  la  néne  manière: 

4n  =  2ju  +  4,  2n — /*  =  2, 

*<2n— 1,  r<l,  rrriO, 

donc  auBst  dans  ee  eaa  «  nn  égal  à  une  coutaite. 

Cas  III.  n  =  m. 

Dans  ce  eM  il  peut  activer  ^  le  degré  de  Fine  dei  ÊaneHom 

Mît  BOiadxe  «[oe  mssmi.  .  Soit  doBe  par  exemple 

le  d^;ré  de     qae  noos  dérigneroM  par  m-^k,  M'povm 
Qb  anra  cd  vcxta  de  (185): 

4«— ifc  =  2/*  +  4, 

M 

■i  l'on  «ilMtitiie  la  valeur  de  q  =p  +  9»,  on  anfa: 

—  * — l=2n»  —  k — 1,  si  A->0,  et 
ft-^p^m-^-m  —  k — 2  =  2m — k  —     ai  kssstO. 

Dans  le  premier  cas  od  a 

»  =  2îii— ^— ifc— 1  =  1  —  ^  =  0. 

ei  dans  le  second 

•» = f*  —  f»— it  —  £ = 0. 

Le  degré  de  la  fonction  entière  v  est  donc  dans  tous  les  cas  égal  à  xéro, 
et  par  coD8é<ineai  9  ae  rddnit  à  ime  coastante.  En  la  déalgaaat  par  t,  on  a 

Cela  posé,  l'éqnation 

-C'Y) = fëy.r'.a-*'Hi~«'*') 
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cdie-ei. 

J9K\   — 

'        V  [(l      »){l-c'  -e«^)]  * 

et  le  pcdMèMe  eat  nineiié  par  là  à  celnl  de  eatieblre  de  la  nudèfe  b  plus 
géeénU  à  eette  dqwtiee  en  evppeMet  y  i»fioiinel  en  x.  En  iatégnu^  on  am; 

Bn  ceMparant  ce  résultat  à  eetvl  tp»  wuaM  mwà  déaiontré  d«n«  le  chaiitre  IL 
1»  aura  ce  ibéerèaM»: 

TMorèim  VIIL  "Si  Ton  aune  relation  qaelei»Bi|iie  entre  nn  nmiére  ipel- 
conqae  de  fonctions  elUptiqnes,  et  qa>n  désigne  par  c  le  nrodnle  de  hme 

d'elles  priae  à  volonté,  il  Be  trouvera  parmi  les  autres  fonctions  ao  moins  une, 
dont  le  module  est  r',  et  rjui  est  telle,  qu'on  ait  entre  les  fonctions  de  la  pre- 
mière  espère,  correspoadautes  respectivement  au  modules  et  cette  rela> 
lion  très  simple. 

oit  y  'est  nne  fonction  rationnelle  de  x  et  t  une  quantité  eonstanfe." 

Ce  théorème  est  de  la  plus  grande  inipoi  tauce  daas  la  ttiéurie  det»  loac- 
tions  elliptiques. 

11  s'agit  maintenant  tle  trdnver  tout«'S  les  valeurs  de  jy  et  d«'s  modules  tf 
et  r  propres  à  salisfaire  à  l'équation  (12,»j.  Si  la  fonction  y  contient  des  puis- 
tiaoces  de  x  supérieures  è  la  première,  elle  jouira  d'une  certaine  propriété, 
«|ni  eondttin  à  «m  ex||nwion  générale^  en  auppoeant  eonnne  le  sohilion  oon- 
|dète  dans  le  cas  où  y  ne  eontiett  que  U  première  pdiaawse  de  «.  Ceat 
ponifael  noat  denneiena  d'abocd  la  «oletion  daas  ee  cae. 

§2. 

SelutioH  du  problème  dont  le  eat  de  g  sas         ' ^  « 
En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation: 

rien  n^eat  plas  ftcile,  que  de  tremr  tontea  les  aobtiena  poaalUes.  Je  ne 
ferai       les  transcrire: 

I.  «'=±ci    3r«±*i  3r«±i,  «=±1, 

II.  C  =  ±l»    yssic»,  jr=±^, 

47* 
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On  voit  qrie  le  module  r'  a  six  valeurs  différentes.  La  fonction  y  en  aura 
douze,  car  à  chaque  valeur  de  &  répoodeut  deux  valears  différente»  de  y.  Ce» 
fonmlM  nous  seroot  ililM  ponr  h  soktioD  da  problème  généraL 

§  5. 

Frafriété  géiiéraU  de  Ut  fonction  rattonmlie  g,  qui  taU^fait  à  une  éqtuUim  da  la  farmts 

dg    dt 

Soit  pour  abré^rer: 

,y'^)(l-r'y))  =  A'y  et  — x')(l--<r«x«))  =  Ajr, 

réquaUon  (12.*»)  «^uil  s'agit  de  tiatiisraire,  prendra  la  forme: 

127)  ^=,.iî, 

OÙ    est  sappoflée  foncUon  ratiotUBdle  de  ». 

Soit 

128)  y  —  ^x 

la  fonction  cherchée.  Si,  en  réduisant  v*  "  sa  plus  sinjple  expressioo,  les 
imlflMiioeB  de  b  variable  x  qui  y  entreat  ■'élèvent  jmsqa'a  la  /t-*  inclusivement, 
mms  dirons  ipie  ip*  est  nue  foncâoo  ntlowene  de  dn  degré  fi.  Sa  fome 
gén^ïak»  sera  donc: 

128  )  ipx  =  e  , 

le  numérateur  n'ayant  de  divlMur  commun  avec  le  dénonEnatenr,  et  les  dens 

eœffieiens       et  B^,  n'étant  nais  à  la  fois. 

Cela  posé,  si  Fou  considère  «  comme  fonction  de  y,  l'équation  yss^ 

donnera  /»  valeurs  diflVrentrs  ;i  nécessairement  inégales,  en  suppoisant  y  va- 
riable. T)  est  évident  que  toutes  ces  valears.de  x  satisferont  «g*i<*«f»i»  à 
réquatiuu  diâ'éreutielle: 
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Bu  désignant  donc  par  ar  et  j;*  deux  de  ces  valeurs,  on  aura  en  même  temps: 


Cètte  relirfioii  aura  toujoan  lieu  entre  deux  racines  ^Ifionqaes  de  Pdqoatkni 

y  =  y^x. 

n  ent  facile  de  tirer  de  !;>  une  éijuaiton  algébrique  entre  3f  et  *.  £a  effet 
Tiatégrale  complète  de  cette  éijuation  e^t  en  vertu  de  (56): 

oà  «  est  nue  noontante.  Maintenant  «  et  ^*  étant  tana  denn  raeinen  dcyss^ar, 

on  aura:  y=if»«,  ysifW, 

dooe: 

131)  V'x'  =  r\r, 

et  puisque  y  est  variable,  cette  «Miuattoii  doit  nécessairement  avoir  lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  x.    On  -aura  donc  immédiatement  ce  tlH-ort''me: 

Théorème  IX.  "Si  une  fonction  m'iinnelle  y  de  or,  du  degré  //,  doit  sa- 
Us&ire  à  une  equaliou  différentielle  de  la  turoie 

il  faut  que  cette  fenetion  reste  la  méai^  en  nettent  ponr  |»  valenni  dMKren- 
tes  de  la  fonae: 

> 

B  étant  constant** 

Ce  théorème,  nous  conduira,  comme  nous  verrons,  de  la  manière  lapina 

simple  à  Fexpression  générale  lîe  y.  Tl  s'ap:tt  senlemen»  de  déterminer  les  va- 
leurs convenables  de  la  constante  r;  car  celles-ci  étant  trouvées,  rica  n'est  plus 
facile  que  de  trouver  ensuite  toutes  les  autres  conditions  nécessaires.  Occa» 
pons  nous  d'abord  de  la  recherche  de  cette  constante. 

§  ^.  ,     ■  . 

Reckerckt  de»  ravineê  dt  l'équation 

Soit  pour  abréger: 

«2) 
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uoos  aurons  d  aprè»  oe  fn  mm  Teaons  de  voir  (131)  t 

155)  y(Ojf)  =  yx, 

oÉ  le  ligne  du  ndiml  A»  est  évideuMrt  ubltnin;  Je  renar^  que  cette 
è^palioii,  ayant  liao  gtmt  ue  vabnr  ^emfw  de  »,  flibaiaton  eMsra  ca 
■ettàat  Iff  an  Uen  de  «.  Os  aura  dette: 

Bu  tMtttaut  de  aonrean  t«  aa  lieu  de  x  et  aiaal  de  aaile,  on  troave 

y  =  V**  =  V(M  =  «  iPt*'*)     ...  a»  f(r»)  =:  etft, 

où  l'on  a  écrit  poar  abréger: 

ô**  =  Mx,       =        . . .  etc.  5"t  =  ôô""^*. 
11  sait  de  là  que  toutes  les  quantih's  de  la  série 
134)  Xf  ôx,  O'u-, . . .  6"*, . . . 

eeiwt  dea  raciaee  de  Téquation  y  =  ^x.  MaMmant  eette  équation,  u'ayaal 
nomlire  liaiité  de  ndwM»  Bavoir  i»,  il  Iknl  néeeaaalnmeat  qee  ploiienn 
qvaatiléB  de  la  aérje  (I3é)  aoient  égalée  entre  eOea.  H  a'agit  de  eaveir  ai 
eek  cet  possible.  Peir  eela  il  ftnt  d'akerd  avoir  Fekf  raaalon  génévale  de  t"x 
ea  foaelieii  de  «  et  «.  Supposons  poar  le  nMnwnt  e  Ind^ndaauBeatviriièk. 
On  anra  en  vertn  de  réqaation  (152) 

•"À       S"''.yA«r  +  eA(<"-'j) 
1— c«e*(9-»j)» 

Eu  mettant  dans  cette  équation  successivement  it — 1,  n  —  S, .  • .  2,  1  au  lien 
de  n,  et  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  radicaux  ACO'x),  A(0'^*x) . . .  A((fx), 
àx  conservent  leurs  signes  dans  deux  équaUons  coaaécutiTes»  on  aura  sur  le 
champ: 

ACO-j)       Ax  '  'a» 
Cela  posé,  cherchons  tiuivaat  le  paragraphe  4  du  chapitre  1.  uav  fonction  ra- 
tieaaeOe     de  e  teUe  fne 

— =»  * 

on  aura: 

Mais  si  l'on  fait 
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OeMe  teiltee  éqntloa  4«M0 

l^ss:  — » 

oà  tf*  est  ve  «oaitiVIItt. 

Pour  tnnnrer  cette  eoutanle,  ftfeoi»  «=0;  en  «on  «w^ssO  et 
I>aM»  la  valeur  de    deviendra  àF=*,  et  pep  eoMé^nt  telle  de  Vx: 


1— oS0>2j:2 

UaiB  puis^  fwsj;^  on  aua  encore  trx  =  x,  donc: 

  s^e>  +  C'A* 

Cette  éqnaiimi,  lii'VMt  avoir  !int  |mnr  iirif  valeur  quelconque  He  .r,  ne  pouna 
sobsistur  a  nioias  qu'on  n'ait  sépareuK  nr  r  r^O,  ù/^  =  Lj  doue  ou  aura: 

=  or', 

creat4-dlK: 

Telle  sera  lexpression  de  ij'x  pour  une  vnloiir  <[ni  li  (tn(|nij  du  nombre  entier 
n.  Elle  a  eu  efliet,  coiume  un  voit^  la  t'urnie  d'uue  racine  qu^kx>o<)U«  de  Téqu^ 
tion  y  =  v^-^- 

€ela  po8é,  lideat  9<*4r  et-f^jr  deox  «pantttéa  de  la  aérie  (15  i),  égaler 
eniro  elles»  dont  il  existera  toajoara  avivant  la  reuar^  ploa  bant  On  anrn  donc: 

()■»♦•*= . 

■nia        est  évideoiineat  la  ntnie  chose  que  donc  ea  HwHÉnt  »  ponr 

^ar,  il  viendra: 

ISO)  rx  =  a: 

l'ne  équation  de  cette  formf  doit  donc  toujours  avoir  lieu  quel  que  soit  r.  Si 
elle  a  lieu  eirectivcnioiit,  ii  est  clair  que  la  séri»»  (LTi)  n'aura  que  w  t<'rmes 
diflérentiii,  car,  G^'^jt,  patisc,  les  termes  se  re(»ro4luiront  dans  le  même  ordre, 
puisque  0""''**  =  fcr,  ^•♦*«  =  ft-*  etc.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que 
nt  dans  Téquallon  t^=jp,  a  la  valeur  la  pins  petite  possilile  ponr  la  mène 
valeur  de  e,  il  est  dair  égalenent  que  Ion  u  qnantUda. 
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137)  X,  ix,  0*T, .  . . 

seront  nécessaireiueat  différentes  eotre  elles.    Car  si  l'on  arait  par  exemple 

il  eo  résulterait  G^jr  =  a!^  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  attendu  qne  fi  est 
moindre  qne  it. 

il  8'agit  oiainteaaut  de  satisfaire  à  réquation 
En  y  snbBtttnaBt  req^reacion  de  ^x,  doimée.  par  In  fonnnle  (tSE»),  il  vifuidrn: 

^       S&0.  +  e.^x 
1  — c'e'*' 

Or  il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  é(iua(!on  pnnr  une  valeor  quelconque 
de  «,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément  les  deux  équations: 

138)  e^=zO,  \f.=  i; 

et  réciproquement:  si  ces  iMiuatluns  subsistent,  il  en  sera  de  même  de  l'équa- 
tion Vxssix.  Or  je  dis  qu'il  sera  toujours  possiUe  de  satisraire  à  M»  deon 
équations  à  In  fois. 

D'abord  si  n  est  impair,  les  deu  quantités  et  seront  des  fonc- 
tions ratioonelles  de  comme  nous  favons  vn  cluipitre  L  {  4i  Si  donc  on 
désigne  par  e  une  rncfaie  quelconque  de  l'équation 

159)  e„  =  0, 

il  suiTit,  pour  satisfaire  ù  1  équation  A<^=1,  de  déterminer  le  radical  ^  de  la 
manière  que: 

140)  i,=  |^, 

apr^s  avoir  mis  le  second  nieiiibre  sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  en 
f.     Ce-ci  se  fait  voir,  en  remarquant,  que  si  (\  =  0,  la  quantité  A*,  = 
— — pourra  avoii-  que  l'une  des  deux  valeurs        —  1. 

SI  as  eontraire  »  est  in  sonAra  pair,  os  n  tu  que  àt^  sera  une  fonction 
r^aimmdle  de  ^  de  In  même  sotte  que  la  désignant  par  «Wt  w 

doit  avoir  en  rwtn  dea  équations  (1<M): 

Or  je  dis  que  si  e  est  une  racine  qusIconqM  de,  eette  équatîoii,  on  non  à  in 
fois  0«sO^  Atfwasl.  Bnelët  afaat 
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on  ea  tire  en  warrant, 
«t  eek  doue: 

«.  =  0, 

c^r     ent  ôiïïércnt  de  ranité.    Or  ayant  ^  =  0  et  ««si,  «m  «an  énrideiH 

ment  Af„  r—  1  ;  donc  etc. 

Ou  pourra  doue  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  éclations: 

=  0,  Afl»=  1, 

et  ou  aiua  tonjuurs  un  nombre  »*  de  valeurs  dlUérentes  et  convenables  de 
car  ea  venu  des  foramleB  (SI.  SS)  les  é^tions  ^  =  0,  «»=1  seront  da 
dagié  1^  en  A 

n  ifagit  laatatmaat  d«  dwlalr  lea  valeais  de  «  fat  rendeat  toutes  les  n' 
quantités  x,  ^ différeatea  entre  eflea»  car  eela  est  une  seconde 
oonditios  4  Isfadle  doit  satisfiiîro  «: 

Or  pour  cela  il  suIRt  do  rejeter  tontes  les  valoan  de  «  qui  pourniest 
dmmer  V^=»,  oii  ^  est  nmudre  que  Ji.  On  pourra  toujours  su]|]»oser^fiM»' 
tenr  de  n.  En  elet  soit  k  le  plus  grand  cHmun  divfseor  de  et  %  on 
pourra  troaver  deux  nombres  «itiers  ^'  et  n'  tels  qae: 

Or  réqoation  ^i>'x=rx  donne: 

donc;  0"*^* = = eV»*î 

ttana  en  vertn  de     = x  <m  a  encore 

doue  enfin: 

=  X', 

donc,,  si  ^i^x  =  Xf  on  aura  encore:  ^''x  =  x,  où  k  est  diviseur  de  Jt,  Donc  il 
snffit,  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  qui  pouiTaieat  satisfaire  en  même 
tenqis  à  ees  deux  équations: 

e^=0,  Ae^=l, 

oli  /»  est  un  fteteur  do  n;  et  il  Ikut  néoessainBwnt  les  rejeter  toutes»  car  si 
ron  a  ôn  a  uéeeaaairenueut  l^rs:^. 

AiaÊA  on  trouvera  aisément  une  équatiou  en  toutes  les  radnes  don^ 

nevom  des  vdenrs  oonrenaUeu  de  oelto  eonrtMite.  81  »  est  un  nondire  pre- 
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mier  impair»  on  a  =  1 }  donc  la  seule  radie  qall  fiiit  rejeter  de  oeller  de 
l'éiiuation 

est  cdie-ei: 

e  =  Ol 

On  aura  donc  un  nombre        1  de  valeurs  cesmasbles  de.e.    Car  réfsath» 

e»  =  0  est  du  degré  n*. 

11  y  a  une  renanpie  ess(>ntioil«>  à  faire  sur  les  quantités 

X,  Oj-,  o^o-,  . . .  ft— 
Savoir,  on  aura  toujours  eu  même  temps: 

En  ete^  on  a  (45): 

nais  ^saO,â^sl, 

On  aura  également  (42) 
done  à  cause  de 

on  aura: 

En  anbstltnant  ces  valean  de        AflL«  dans  réqqatiôn 

1  — r'c'  * 
on  aura  prf  rîsf'ment  la  seconde  (les  équations  fî  i2). 

Si  l'on  niultiplip  entre  elies  les  valeon»  de  V^x  et  V^x^  le  produit  «era 
rationnel,  et  on  trouvera 

143)  .  _L^_. 

On  aura  de  la  mène  aorte: 

14*)  r.+r-=.i^. 

Ces  fonanles  nous  aeront  vtilea  dans  la  sidie. 
IVapris  eo  qnl  ]iréeède^  les  n  qoantitéi 

4^  «»,      . . .  I'^* 
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sont  différentes  entre  elles  et  radnes  de  l'équation  y  =  ^ar.  Le  degré  fi  de 
cette  équation  est  donc  égal  à  s'il  ne  surpasse  ce  nombre.  Nous  verrons  plus 
bas,  qu'il  suffira  de  considérer  le  cas,  oii  n=.n.  On  pourra  même  supposer 
n  premier. 

IVmnmt  faute  in  valeurê  à»  f  qui  jmniiMf  r^fandr9r  ttUM  mImt»  A«  rvwM», 

lorsqu'on  en  cotmatt  une  êeule. 

Pour  simplifier  la  solution  du  problème  ffenéral,  voyons  si  plusieurs  va- 
leurs difTérpntos  ilf  la  fonction  y  et  du  module  c'  pourront  répondre  aux  mêmes 
racines  de  l  équation  y  =  rffx.    Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  va- 

leora  de  y  et  £i  eflet  sait  ifz=sL.  on  j»  et  y  MMUdes  fonctioiisealièree 
de  z  stiB  divlMW  cmmw.   Es  dMgnent  par 

tontes  les  faduoi  de  f  èqoatioB 

on  aura     p  —  qy=:{a — ftyXz — x){z  —  x')(z — af)...{z — aKi")), 
où  a  et  b  sont  des  constantes.    Soit  maintenant  y'  une  autre  valeur  de  y  qui 
satisfait  aux  hk  un  s  vaUurs  de  a:,  j:*,  af on  aura  en  désiguaut  par  p'  et  y' 
les  valeurs  eoirespondautes  des  fonctions^  et  q. 

P' —q'y'= («' — à'y){2 — x){z  —  x'){z —af)...2  —  ar^MÎ 

dons: 

p—çy  _  a— h 

En  attribuant  à  z  une  valent  constante,  n  est  ebir  qne  cette  équation  donnert 
pour  y'  une  expression  de  la  finme: 

OÙ  ce,  /ï,  a',  (i'  sont  des  constantes.  En  désignant  naîntenant  par  c*  le  nodnle 
qai  répond  à  y*,  on  aura  en  même  temps  : 

 ^*»*f    ÈL  M  ^ 

dosé: 

✓[(i-j'w-c'y*)]='-r-  ✓fti-f*$-*^"a  • 

En  y  sobstitaant  respresslott  de  if*  en  y»  en  enn  les  é^pwtkms  néeessairai 
pow  tronver  «*.  Ce  pcoUème  est  fiddsénent  le  aéne  ig»  eeint  dnpn- 
rsgtanhe  Sl   On  voit  donc^  fn'Wm  seile  sohrtion  de  FéqpalteH 
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le  ebiBi»  dnq  antn»  vpH^  génénleBeat,  aeroBt  dUTérevIeB  entre 
ellee.   La  foRCtiom  y  aura  toi^ovre  deux  valeurs  eoireepeidaDtes  m  néa» 

■lodiile  C,  aave^  »  et 

{  & 

SimiOBeiM  aainleiiaBt  que  Téquatieii  ifsf»  ii*dt  tfaetres  racines  fne 
eelleami: 

« 

^,       O't,  . . .  0»-*x, 
ce  qui  à  lieu  toujours  j^i  u  est  im  nombre  premier,  comme  nous  le  verrons 
plus  bas.    On  aura  alors,  si  ^  et  <^  stgoi&eot  la  même  dioae  ^'an  parag;raphe 
précédent: 

147)  p'-^=^{a—hif){z—x){zr^hx){z—h*x)  . .  .(s-^V^x). 
En  atbrllMant  à  «  vne  nlenr  iMrtienlièr^  en  anm  «ne  ci]weealeii  de  y,  dane 
laqaeOe  toet  est  déteminé^  «leepté  trois  qnantités  eenstanles.  Nens  diens 
¥oir  qo'en  poum  te^joms  fronTor  c^s  fosntités  de  aerte  ^e  rdqintieB  diié> 
reetieUe  proposée  soit  satislidte.  Ponr  cela  consUérens  denz  ess:  91  impair 
et  II  pair. 

Cas  L   Si  neêtm  madré  impair. 
Soit  dans  ce  cas  ii  =  S^^l    Alora  l'éqoalifNi  (147)  donner  en  attri- 
buant à  z  la  valeur  particulière  zéro: 

fl? — = —  (a — ^"^.hxJ^ . , .  ô*"**, 

«t  (le  là: 

Remarqsast  vaintenant  qn'en  vertn  de  (145)  : 

il  est  clair  que  l'expressidn  pu  (  (  ii(  uie  de  y  sera  une  fonction  rationnelle  dex 
du  degré  4~  ^  >  donc,  puisque  cette  fonction  ne  varie  pas,  en  mettant  pour  x 
les  2/i  +  1  valeurs 

oe  qni  est  évident  à  eanse  de  pv^x=a^  on  conders  fÊ»  l*éqnatlett  (147)  n 
iien  en  mettant  snlien  de  y  cette  finetlon  et  psvr  j»  et  f  les  velenrs  eerm- 
pondantes  en      Cette  éfustlon  ponirn  s*éeriro  ceume  Û.wàA', 
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CeU  posé^  faisons: 

ttt  JéstgiWMi»  IM  nkan  Mimpondaiites  de  y  jfut 

a,    /?,    J'y  â. 

Puisqu'on  a  pour  ces  valeurs  de  x,.  Ax  =  0,  il  soit  en  vertu  des  deux  équations 
(142)  du  paragraphe  4: 


ISO) 


1— * 

à*oh  Von  volt  qne  les  facteurs  du  second  membre  de  Téquation  (149)  Koront 
^Mix  deox  à  deux,  eu  faisant  abstraction  du  premier  facteur  t—ae»  Ou  a  donc: 
(P  —  qa=z{a  —  bct){l  — z) . 
]p  —  qfi  =  (a—bm+iU'** 

\p  —  qr  =  («  — 

^  0»  f  *      ^  wrant  des  feMtfens  enttères  de  2  fa  degré  #(.  Mili  lidaipe 

tes  éqnalioiis  piéeMeitm  fimt  voir  que  les  ipntre  constantes  u^f^f^à  dplest 
celles-ei: 

+  1,  —1,   +1,  -i-, 

et  si  eette  condition  s  Usa,  les4|iMtre  A^natievs  (ISO)  dsnserosftévidMttMntiiae 
de  ta  Ibnse  (iSi),  et  psr  ssite  ôs  airs 

*«)  ^='£. 

«s  mts  de  ce  qs'oii  s  vm  dans  le  patagraplie  1  de  ce  chqdlfe. 

PuJs^'il  ssfil  de  cosnaUiv  sne  sesle  vslear  de  jr»  «m»  pcinrons  fsire 
fsr  cicapie: 

Ceh  posé,  fl  reste  à  saUsIUre  A  oes  éqnsllcns.   Or  si  1*cb  fiilt  pon 


154)    ç«=s*.«ar.f« . . .  OV*  =  VXl  -«••V')  •  •  •  (l  - 

l'expression  de  y  deviendra: 


382 

d'où  Fou  Ute,  n  renârqunk  que  «r)  a=s  fpa^  et  fidMnit  «s=  1,  —  1, 
1  1 

doue  en  vertu  d^  équations  (la3),  on  ann: 

é' + (a— %(1)  =  0,    -f- — (a + %(1)  =  0, 

D  est  taqiowible  de  saita&fre  à  ces  dfnnti«iBS  à  notai  ftt  Hue  des  ^uan- 
tHdè  ne  seit  aéro.  Faieone  done  &sQ,  en  anm  en  InéneteniwèssO. 
Doie  deu  de»  éqvation  piéeédenini  danmoitt: 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  c*,  savoir: 
La  valenr  de  y  deviendn: 

a  os 

Quant  au  valeuni  de       et  ^        on  tnia  en  verCn  de  l'expreasion  de  g>att 


done: 


et 


c'  =  c«>*+i.(9(l))*,  y(l)  = 


Eafia,  ponr  avoir  la  valeur  du  coefficient  e,  il  nnfiit  de  faire  x=tO,  aprèn  avoir 
diffiérentié  l'expresaioB  de  y.   On  aura: 

MaiB  comme  on  a 
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il  en  téankbe,  en  falMnt  ar=0. 

5— 


dnne  eu  penm  fidre: 


£a  vertu  de  ce  qui  précède  on  pourra  caoïicer  le  théorème  Huivaot: 

Théorème  X.  "Suit  e  une  racine  quelcon^e  de  l'équation  =  0, 
niai8  qui  ne  pnîsRe  être  rncine  d'une  autre  équation  de  la  même  forme 
et»^i  =  0,  où  2jn-\-i  est  diviseur  de  1.    Cela  posé,  si  l'on  détermine 

la  fonction  ^,  le  module      et  le  coefficient     en  vertu  des  formules: 

'  (I^«>«>««)(1—«N\««)(1~«><%«>)...(1— 

/   (i-o(i-^\)('-e^3)---(i-^p  Y 

1^6)  ^ 

[on  aura  toujours: 


i/[(l-if'KI-c'V)]  ~^  '  ✓Kl-4r*)(I-i,«*«)J  ' 
en  déterminant  convenablement  le  signe  du  second  memT)rp. 

Ayant  trouvé  <le  cette  sorte  un  système  fie  valeurs  de  ?/,  r',  f,  on  en 
fliirs,  fl'.fjirès  ce  quun  a  vu  dans  le  parnirraplu;  précédent,  cinq  antres  à  l'aide 
des  lonnules  du  paragraphe  i.  Il  répond  six  S3^tèmetj  de  valeurs  de  y,  r\  * 
à  chaque  valeur  de  e.  On  trouvera  même  douze  valeurs  de  y,  car  a  (  linque 
valeur  de  c'  répondent  deux  valeurs  différentes  de  cette  fonction.  Nous  revien- 
drons plus  bas  an  problème  de  trouver  le  nombre  total  des  solutions  qui  ré* 
pondent  à  In  même  valeur  de  /t. 

Pour  donner  nn  exemple  des  forimleB  d-deeenn,  noit /«si.  Pafeqoe 
dans  ce  cas  2^+1^ 9.  nomlwe  preniery  en  penrra,  en  verfn  de  ce 

qn'on  n  vn  pins  haut,  prendre  ponr  e  une  racine  quelconque  de  f  équation 
e,  s  0^  excepté  la  radue  léro.  Cette  équation»  ^  vertu  de  la  fozianle  qui 
donne  rexpression  de      ent  do  hni^nw  degr£|  savoir: 

0  =  8     4(1  +  <fK  +6*^^  — 
La  quotité  e  étant  une  radne  quelconque  de  cette  équation^  on  aaia: 

  ,   rfr  


Digitized  by  Google 


884 

Puiiique  «F  eat  exprimé  eo  e  par  anc  ét^uatioa  dn  qnalrièiiie  degré,  le 
€f  le  ponira  être  égalemeiit    Cette  éguatios  est: 

L'etpretsIoB  générale  de  y,  doimée  pins  ban^  est  ^primée  ea  fonne  des  pnn 
doits.  On  décomposera  aiBémeel  eette  frscttos  en  fraeU^ns  pwtielles*  En 
effe^  pusipe  les  radnes  de  l'égnatien 

sont  les      -f- 1  quantités  suivantes 

X,  ^x,  h^x  . . .  O't^x, 

la  somme  de  ces  guautilés  sera  égale  au  coefficient  de        divisé  par  celai  de 
et  pris  avec  le  signe  — 1,  donc; 

ar  +  »rH-»*J?  +  ...  +  ft>''x=^  «^.c'-^   

doni^  en  yertn  de  réfbation 

on  aura  l'ezpresskm  sidnnte  de  y: 

CSsf  IL         ê9t  un  nmère  pair, 
Falseiis  ll=2('.    Puisqu'on  a 

on  «iira,  eB  ftlsant  sis=^: 

jAe,  +  e,Ax        jA«„  —  '■,,4r 

(■<  tti'  e«jalité  ne  peut  siiLsisfer  à  moîiis  que      n'ait  une  des  deux  valeurs:  séro 
ou  iiaCni.    Cela  doaue  lieu  à  considérer  séparément  ces  deux  cas: 
A.    ai  e^  =  ^. 

1 

On  aura:  kv-x  =H — • 

—  es 

En  y  snbstUoant      su  lieu  de  ae,  on  asrs: 
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Lm  imIwm^  réquttra  y=s^x  deriendrout  doae: 

X,  ±  i,  9a:,        . . .  0»*-»jr,  «t^+^x,  0«*+»jr, . . .  0«i*-»j:, 

es 

par  conséquent  on  aura: 

158)  p—qy=ia--i^)iz--^)(z:f^{is^-^){s^^ 

Sa  déflignant  par  et  ft*  les  coeHkiei»  de  dans  ks  deux  fonctioas 
eatières  p  ti     «t  sitrt: 

«»—  ft^ss  —  (a  —  i  1 +        ««iir-i»  + . . ,  4- «H-»* 4-  W^*) 

L'ea^iessk»  ^'en  em  tire  pow  y  sera  évidenaieiit  vse  fooctiett  ratioiuielle  de 
»  ds  degré  2^,  et  poiaipfeUe  reste  invariable»  en  mettant  pour  »  les     ipantilés  *) 

.  *,  lar,       . . . 

l'éqnatios  (158)  anra  lien  en  mettant  pour  y  cette  valenr  et  pour    et  f  les 

▼aleors  eorrespondantes  en  z. 

Noos  allons  voir  qu'on  aura  une  valeur  convenable  de  y  en  faisant 

a  =  b'=iO. 

Cela  donoe  ^ 


  a  


.X 


•ex     1— 1— c'tfj^,,** 
«pii  est  évidejnmi'nt  de  In  forme: 

Pour  trouver  la  valeur  de  A,  n'ni  iniuuns  qiu:  si  l'on  fait  jr  =  1,  ^  doit 
avoir  one  des  valeurs:  ^1,  Soit  par  exemple  y=l»  poor  «=1,  on 

1 


160  A  = 


Cela  posé,  faisons  dans  réqostlon  (158):  «ss  i.   Es  remazqnaat  «pe  asO^ 

ç—p  Œ  (1 — «Kl  T  «*)  • 


>)  On  • 

*      *'  +*(#+fcr+t»* . . . + Vl^'  *)  ^ 
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p  (BMt  mie  fooetiiin  eittèra  de    car  pour  x^i  m  am: 

Kn  chfingeniit  le  si^^tie  de  z  iam  IV'qiintioa  précédcate»  ou  aura»  en  remar^oaot 
q  est  une  fonction  paire  et  p  une  fonction  impaire: 

Ceb  «loane: 

Bfabitenant,  patoqne 

161)  (y»— ,,«Xfl^*_i--|,«)  =  {l-z«)(l_eV)r% 
cela  fait  voir  que  la  fonction     — ff^p*  doit  être  m  carré  parfait    Or  on 
pourni  toujours  déterminer  r'  de  la  Buuùère  que  cette  eondltioa  aoit  feniplle. 
Faiaoos  daaa  résiliation  (1^) 

on  aura: 

«M^  =  -  «- (±  ^  =  «-(^> 

donc:  flN+"«s=«"«. 

Si  duac  on  désigne  par  a  la  valcor  de  y  qui  réponde  à  ;r  = 
racines  de  l'équation 

c*eBti4-dke  lea  factenra  de  p — «q»  seront  égaux  entire  eox  deux  i  deex;  donc 
p-^ttq  aéra  un  carré  parfait    En  changeant  le  signe  de     on  aura  p 
qui  par  GOttséipient  aera  également  on  carré;  doae  en  nmltipliant»  on  anra: 

p*— oV  =  **, 
on  <  est  une  fonction  entière  de  z.   En  faisant  done 

l'équation  (161)  aura  lieu,  et  par  suite  ou  aura; 

ds  d%        ,  p  *' 

A'o  Ak'         f  ' 

c'eat-à-dire,  en  dnngeant  «  on 

Pour  déterminer  le  cueâicieot  on  aura  d'abord,  en  vertu  de  la  dernière 
équation: 
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Mito  Pex^MMUm  de  y  tommi 

^  — ^  — JL 


Lk  nuiiit>rateur  do  la  fraction  qui  expiiuie  la  valeur  de  y  sera  décomposé 
eu  facteurs}  savoir  si  l'oa  fait  on  aura: 

On  pourra  facilement  décomposer  de  la  même  manière  le  dénomînatenr  q\ 
emm»  on  f»  le  voir. 

En  divisant  U»  membres  de  la  fomnile  (147)  par  ^,  il  vieiidr*  à  cause  de 
«  =  0: 

^  —  y  =  —     — x)(z'-ex)(z—0'x) . . .  («—  ■ 

Cela  posé,  soit  à  une  valeur  de  Xy  qui  rend  y  infini,  c'est-ù-dire  une  dta  rn- 
dnes  de  Féquation  9'  =  0.    On  aura 

q  =z     —         fld)(«— ««()) . . .  (z— «»i*-i(J). 
11  suffit  doBC  de  connaître  nne  valevr  de  9.    Or  une  teRe  valeur  e«t  . 

£n  effet  puisqu'on  doit  avoir  y  =      et  remarquant  que 

 1  .  


r  ^  X      0.r  ~{-  fPx     .  Ô«l^-»j;=i0. 
Soit  pour  une  valeur  quelconque  <io  ^  : 

li„  —     r  -f  W2:^-".ir  -j-  ffi^^'x  -\-  tf>l*-"jf, 
on  aura  évidenunent,  en  renun  quant  <[ue  Û^y-x=:x: 

Po  +  Pi  +/>»+•••  +  P^i^i  =  4.r. 
Or  je  dis  que  si  l'on  fait 

1 

Si 


on  aura  :  =  0, 

pour  une  valeur  quelconqui;  il(  m.    En  effet  on  a  d'abord: 


49 


Digitized  by  Google 


donc  en  mettut       an  lieu  de  *t  et  remarquant  <|ne 
En  faisant  maintenant 

 1 

CD  aort: 

donc  eu  effet  :  y^^^ 
Ou  pourra  donc  lairc 

En  remarquant  qoe  q'  =  1»  ifonr  ^  0^  on  aura»  eo  nettant  dans  feipreaaion 
de  f )    an  lien  de  z\ 

»'=(^'-TX»-BX»-Pi)"('-^^r> 

D*a|irè8  ce  qni  firécède  on  pourra  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  Xi.  "^li  e  nne  racine  quelconque  de  l'éqnation  ej,,=  ^  Min 
qol  ne  aatisfait  pas  en  même  temps  à  denz  équations  de  ta  forme  e^sO^ 
^«.  =  1,  on  m  est  facteur  de  2//.  Cela  pos^'si  l'on  détermine  les  tmrisi 
lités  y,  tff  «  en  rertn.  des  formoles: 


-(1-1- 


|on  aura  toujours: 


v''[(i- ;;n(î   '••^.rr      v"ïf  ■  .v-^y^ — y^'-r 
lie  cas  le  plus  simple  de  eetie  Ibriuule  ciit  celui  où  ^  =  1.  On  aura: 


Après  avoir  déterminé  en  vertn  du  théorème  précèdent  nn  système  de 
leurs  pour  y,  r',  f,  on  aura  cinq  antres  sointlons  i  Faide  dos  fonmde»  du  pa- 
fsgraphe  2  de  ce  chapitre. 
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Si  «j^ssO»  le  ndical  60^  me  peom  «refr  que  IW  d«e  deux  wûem  + 1  on 
—  i;  ik^  il  fiwt  ici  soppoMr  A«ii=<-~  1,  ear  tà  Voê  arait  ee  néme  tevpB 
e,taO^  ^= 1,  il  en  fésatteiait  9i^»zssx,  ee  ^     pw  liée,  fifils 

j-àf  +  A* 

cela  donne 

el^  en  mettant      an  Uen  de  »% 

Lea racines  de  Vdqoatlon  yss^x  seront  ëgaiea  dana  ee  eaa]denx  à  deaz, 
de  signe  eoatraln!^  et  par  conséfuent  «fu»  aera  vne  ienctien  paire  de 


on  aura: 

164)  y — fyr=(«— i3f)(«* — ar«)(j*-  {Oxr)(z*^{ii*x)*) ...(«»  — 

Si  Ton  ftit  «sO^  et  «pi'en  désigne  lea  valenra  cerreapoadantee  de  j»  et 
9  par  0*  et  ft*,  en  aura: 

a'  —  ft'y  —  4-  (a —  fn/){.r.  flx.f)\r  .  .  .  liy-'\v)*. 
Cela  (îonnr  pour  i/  uu»'  exjtression  rationnelle  ilu  (lettré  2/i.    Comme  dans  les 
deux  premiers  cas  on  dr'niontrera  uisémeut  qu'il  sera  toujours  possible  de  dé> 
teroÙDer  les  constante!»  a,  6,  a',  b'  du  la  sorte  que  l'équalion: 

sera  satisfaite,  en  attribuant  au  module  et  au  coelTicient  «  des  valeurs  ee»> 
venables.  Je  vais  eonaidérer  aenlenent  le  cas  le  plos  simple,  en  1.  On 
anra  dana  ee  eaa 

et  par  suite: 

  a'  +  ox* 

Eu  mettant  cette  valeor  dans  Téquation: 

en  tnmvem  iÏKiilement  nne  selntioa,  saveir: 

165)  jr=4^^  e'=l=l..  =  (l+e)K-l. 
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ComilaMuit  Mûri  om  loliilioii,  on  en  ééédn,  ei  vertai  des  fimnlea  dn  $  2, 

&'«  A* 
pourra  être  satistaite  des  sLx  manières  suivantes: 

wo;  i7_^^^, 

§7. 

Réduction  du  problème  général  au  caê  oà  le  degré  do  ta  fonction  rationneiio  g 

«tt  tn»  jMwtrj  premier. 

SiA  Biliiteanit  ysB  frar  une  fuMstii»  nlfoiimn«  çseleoBqiie  qui  tatlslirit 
à  l'éfnatiOB  différentielle: 

Ax 

Comne  on  t  vu  dans  le'  parugraphe  5,  Téquation 

«on  tonjoun  n  racines  de  la  fome: 

167)  X,  Bx,       . . .  9^,  où  ff^xssx. 

Cela  posé^  désignons  par  nne  nouvelie  radne,  différente  de  celles^i,  en 
SMte  que: 

On  a 

done  aussi 

=  ipaf  ss  y. 

il  sait  de  là  que  les  n  quantités 

168)  ar',        ôV, . . .  61"-' jr» 

qui  sont  différentes  -entre  files,  spront  racines  do  l'équation  dont  il  sagit  Or 
toutes  ces  n  racines  seront  différentes  des  racines  (167).  En  effet  si  l'on  avait 
«"a;*  =  ÔH^ar,  il  en  résulterait: 

c^estN4'dire: 

œ  qui  est  contre  rhypotlièse.  Le  degré  ft  de  Pë^tion  ff  =  ipx  «at  donc 
à  2n,  ou  pins  grand  qpie  ce  aouibre.   Dans  le  dnnier  cas,  si  Ton  désigne  par 
ar*  une  radne  différente  des  Èn  radnes  précédentes^  on  aoia  en  néise  leinpe 
celles-ci: 
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AfféreirteB  enfie  elles  et  des  racines  (167.  168).  Donc  fi  sera  égal 
à  fln  on  plOB  gmd  ce  Mmbrc.  En  continuant  jusqu'il  ce  qu'on  ait  épafsé 
tMtiM  lea  ncfaei»  on  voit  qne  /*  doit  être  nn  multiple  de,  »,  et  ni  l'on  lait  en 


=  m.n, 

les  ft  racines  se  rangeront  en  m  groupes,  de  n  termes  diacun,  savoir  : 
[*,  ftp, 


[«(—»>,  fl»«<-»>,  «"«f-^i . . .  «*^«<-»>. 
Cela  pOBé^  soit 

où  ^  et  9  sont  des  fonctions  entières  de  z,  sans  diviseur  eonuMUi.   On  nnra: 
170)  p  — =  («—%). (î  —  x)(i  —  «r)(«  —  6*x)  ..(i— 


X(*— aK— 'JX*-^  tof— »  ^X* — d V— »^ . . .  («— 
et  d'aprts  ce  qoi  s  été  exposé  dans  le  imragnplie  précédent,  on  ponrra  trouver 
une  fonction  ntionnelle:  y^  =  %{x^  telle  qne  les  racines  de  réqnation 

soient  égales  à  ces  u  quantités: 

1^  que  i/i  satisfasse  a  une  équation  difTérentielle  de  la  forme: 
vC(i-rtXi-«»rfV3  ~''VKi~*«Xi-cV)]  • 

Fidsons 

= 

o4  |f'  et  f  '  sont  des  fonetions  entières  du  degré  ».   On  aura: 

178)  j»»— jf^js^Cfl»— «'3fj(«— *x*— »«)  («— 

on  a'  et  ^  sont  des  constantes. 

En  y  SMttant  an  lien  de  x  successivement  les  s»  valeurs: 

et  puis  multipliant  entre  plies  les  équations  qni  en  résultent  on  trouvera,  en 
ayant  égard  à  l'équation  (170): 
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Mwt  Im  valém  de  la  fonction  y^,  ^  répondent  mx  Ttlcnin 
de  ». 

•  Pntei  âttrSbuant  A  «  denz  valears  particulièree  cr»    teUen  qne 

.'VM»  =  (^  1|'^  =  è* 

et  désignant  par 

les  valeur»  de  y^,  i/^,...y^,  respeetivemeat  correspondantes  aux  valeurs  a  et 
(t  de  Xf  réquatioa  ci-dessus  donnera: 

oll  A'  et  A"  sont  deux  constantes.  En  divisant  p  par  «j^,  on  voit  que 
IL^^z  sera  fonction  rationnelle  de  ^  =  En  mettant  x  an  lieu  de  ^ 
on  aura  « 

done: 

^        '  '  (2/i-|ii)(jri-^,)(*i-P,)  --(Ji-W' 

oà  il  =  -2-  est  constant 

Om  Toit  done  qne  y  ponim  être  «sprinié  par  nne  fonetlmi  rationnelle  de 
jfi  dn  degré  st. 

En  combinant  nmbitenant  réqnallon  (171)  avee  eelle-ei; 

qnl  doit  avoir  lieu,  on  aura: 

done  la  fonction  ^,  ralîonnene  en.  y,  et  dn  degré  w»,  doit  satisfaire  à  cette 
éfnation.   Hédproqnemen^  si  cette  équation  a  Uen,  Féqnation 

^9   . 

A'jr  Ax 
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subsistera  é^lement,  car  la  fonction  y,  est  déterminée  en  x  de  la  manière  à 
satisfaire  à  la  formule  (171).  Ainsi  le  problème  général  est  réduit  n  satisfaire 
de  la  manrif'e  la  plus  générale  à  récpiatîon  (176).  Or  problème  est  pré- 
ciséiiif'iif  11'  r/iéme  que  e.élui  que  nous  traitons  actaelleuieut ;  seulement  le  dej^é 
de  la  touctiuu  y  en  sera  m,  au  lien  qne  y,  comme  fonction  de  x,  est  du  de- 
g;ré  m.»,  qui  est  plus  grand  que  vu     Ou  pourra  donc  appliquer  a  l'équatioa 

(176)  lë  même  procédé  dout  on  s'est  servi  pour  l'équation  -^  =  «.-^,  et  il 

est  évident  ^'<m  parviendra  ainsi  à  l'expression  générale  de  jf,  car  les  d^;ré8 
des  fouctiuns  raooeasiVMI  VOat  toujours  en  décroissant 

Supposons  maintenant  que  le  degré  de  la  fonction  y  e»  «cetuamnlire 
pranier.   PoieqDe  /tism.jv  oa  a  néeeesairennit  m^l,  Par  aille; 


Oa  ooaaatt  Fesyreatioa  de  ea  par  les  fomvies  du  pagagriffceprieddeBfc 
Ba  mliatItaaBt  rezpreartoa  de  ^  ^  9x  réfpiatiOD  (17^  oa  tronreia  à 
Taide  dea  ferandea  dn  paragraphe  2  toate»  les  aolulioaa  poealbleB. 

Ktt  min  de  ce  fui  précède  en  pouira  deac  éaoacer  le  ttéorèaie  aaivant: 

TU^rèmê  XSL  Sait  y  aae  feaetiea  vathmaelle  di^  «  tva  degré  qaélconp 
que  >,  qal  sadaMt  à  réqaaaoa  diiTéreaflelle: 

dV  dx 

 *  — ê.  


'  V)J  v/[(l-x^)(I--e«jr«)] 

On  pourra  toujours  décomposer  ft  eu  deux  facteurs  n  et  m,  dont  l'un  n  est  tto 
aanibie  preaûer,  tels  qu'on  ait: 

et 

^  «.   *î  

✓ttI-»*)(l-«'V)]  «iV[(l-sr«.)(l-*«,îrV]' 
où  y  est  une  fonction  ratienneile  de  y,  du  degré  et,  et  jfj  nne  fooctioa  ratiea- 

aellc  de  T  du  deî^ré  tt. 

Si  donc  011  déiiigne  par  Uy  n^,  n,  des  nombres  premiers  dont  le 

produit  est  /u,  et  qa'<a  fait,  pour  abréger  : 

on  pourra  faire: 

50 
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ov  1f^  est  uao  tuuctiun  rationaellc  de  x  du  degré  n, 

'  y%  '       '    -    ■    '  .-  Vi  -    -  H» 
'  y*  '    ■  y%:  • 

•y  y.  - 

En  vertu  de  ce  théorène  la  solatiim  da  problèBe  génénl  sen  dene  n- 
menée  an  cw  oit  le  degré  de  la  foaotioii  y  esl  un  nombre  preaiier.  Oo  trou- 
vera toutes  les  oolotiooo  qui  répoadent  â  ce  cas  par  les  fonrales  du  pen^- 
pbe  précédent,  et  le  problème  ^e  noua  nona  sommes  proposé  au  commence- 
oMot  de  00  chaidtro  pourra  être  regardé  oommo  réaofai.  * 

§  8. 

Sur  ta  f9riH0  de  ta  fùnvtiûn  f. 

Désignons  par  Xy  x',  x" . ..  a:*  h-')  les  racines  de  ré<|uaiiott 

y  =  V'^- 

Si  ioQ  fait  i/'-î  =  ^,  où  p  tl  7  sont  des  fonctions  cutiiTes  de  7,  on  anra: 

177)  p  —  qif=(a—àtf){2—x){z-^x'}{z—x') . . .  («— x^h-»)), 

où  a  et  0  sont  des  constante».  Cela  pOS^  SoU  a  UQO  raciao  de  l'équation 
y  s=:  0,  on  aura  en  faisant  x  =  a: 

178)  =  a{z—u){z—u'){z—ft') . . .  {z  —  aSv-% 

Soit  également  une  racine  de  l'équation  y  =  J'y.  Cela  donnera,  eu  faisant 
j:  =  /?,  et  après  avoir  divisé  les»  deux  membres  de  l  i'ijuauon  (177)  par  y  : 

179)  q=:biz-^){z—fi%z—p')  . . .  {z—fi(^-'). 
Ces  valeurs  de    et  ^  donneront,  en  mettant  «  au  lien  de  z: 

180)  y  =  J  (.-..Xs-.')...is-^^(^yy 

où  A  est  un  coefficient  constant,  qn^oa  trouvera  en  remarquant  que  Ton  fait 
J7 s=  1,  y  doit  avoir  une  des  valeurs  db  1>  ±  77* 

Mais  il  y  a  deux  cas:  savoir,  il  pourra  arriver  que  Tune  ou  l'autre  des 
deux  quantités  a  et  6  soit  égale  à  séro,  et  dans  ce  cas  l'une  des  racines  des 
équations  y  =  0,  y  =  ^  sera  aéro  on 

Cath  Si»«sO. 
Ou  aura  dans  ce  6as 
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181)  p — qy  =  a{z  —  x){z — x") . . .  (? — oKh-»)), 

et  />  sera  tlo  dej^ré  f,  et  17  Reniement  du  àe^é  fi—i.  En  églfamt  le  OOtf^ 
fcieot  de  z^-'  dans  les  deux  membres,  ou  aura: 

182)  *'y=— a(;r-f  ;r'-f^-|- jKi*-»>), 
OD  a'  et  6'  softt  des  constaotes.    Maintenant  si 

1— «••■j» 


CM  «ne  nefie  de  y = ^  la  funtité 

1— ««e**» 

le  sera  ^^eneat;  dene  ai  eea  denz  feanittéa  aom  dHlMtea  entre  dlea  pour 
footea  lea  valenn  de        aéra  u  noml»re  impair,  et  «a  fUaant  /«stn+l» 


Ifalatenant  ai  Ten  lUt  1,  -(-JL,  on  anra  y ss±  1,  y ^db ^ 

est  facile  de  conclure  que  a'  sera  égal  à  zéro.  Donc  y  sera  une  fonction  ira- 
pairë  de  se^  et  de  la  fome: 

Cela  ftit  voir  «pie 

y = (1  -  r'^îz*) ...  (1  — «•«•^«). 
Pour  avoir     ii  auffît  de  faire  dans  l'équation  (181)  «s:0{,  et  cela  donne 

!»  =  «(**— «^)...  (s» — 

dene  on  aura: 

™x    «  — «         ^i*i->x«)(>\-^«)...«-;r»)  , 

Telle  est  dene  b  fimw  de  la  foaetion y  dna  lecaa''oft  le  degré  de  non  nhp 
mératevr  eat  impair  et  piva  grand  que  cehri  do  déBomlnatenr. 

Si  pour  quelque  valeur  de  e  les  deux  quanthda 

1— c»*»Ajr* 

étaieat  «gale%  on  aaraitt 

e  =  0,  où  e  =  ^ 

Soit  d'abord  ézst^,  on  anra  «'sjl^i.,  et  par  aiii»  le  aeeond  aiembre  de 

SO* 
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'  réqaatioD  (182)  Miait  anc  fonction  impaire  de  or,  dont  le  degré  serait  un  nombre 
ffeir.    On  trouve  Molement  que  cela  donne  ofsssO}  donc  en  faisant  /»ss2ii: 

et  par  euite  y  nera  exprimé  en  factorietle  eomne  il  rait: 
187)       y=  «(i-^"V^)(i-&V')---(i-5:x*) 


Si  M  contntre  '«sO^  on  «nre  en  loéme  tenpi: 

*»= — ». 

Donc  dans  ee  cm  y  une  fonction  inire  de  ».  Maie  le  degré  da 
tenr  doit  être  le  même  que  oeln!  dn  dénominatear,  comme  il  est  fikcUe  de  TOirj 
dooie  fexpfessiott  (187)  appartient  a  y  toutes  les  fois  que  le  degré  du  numé- 
rateur est  nn  nomlm       et  en  même  tenqw  plm  grand  foe  oelni  dn  déno- 


On  anm: 

En  reinonnant  «mune  d-deesM  on  troonan  aisément  que  dans  le  cm  oft 
est  nn  nomlvê  ini|inir^  jf  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la 

Si  fi  est  pair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la  forme: 


189) 


§  9.  ' 

Nons  sfons  vn  dMj^tre  L  partf^phe  4  fÉ*à  réqantlon  différentiéne 

OD  pcnt  satisfaire,  en  mettant  au  iieu  de  y  une  fonction  impaire  de  x  du  dcgr»; 
{ifi  -\-  1)*,  qui  s'évanouit  avec  x.  En  la  désignant  comme  nous  Tavons  fait  à 
l'endroit  cité  par  x^^i,  et  fidnant  pour  abréger  (2/i  -f-  i)*'^t=2n,  cette  fonc- 
tion, en  vwtn  de  ce  ipe  nons  venons  de  voir  dans  k  paragraphe  précédent^ 
doit  avoir  In  fiftme  snhnuite; 
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et  on  tm  es  mémt  tMipi:  ■ 

•«)      = ^ .  (. + ^+       +. . . + ,^.v.) . 

Poor  déteminer  les  coefiicieos  a  et  ^,  faisons  x  =  ^.   Un  tnnnwni: 

Si  Ton  suppose  x  infiaiment  petil,  la  première  formule  donne: 

mais  l'équatiou  différeotieUc  donne  dans  ce  cas: 

ar.H.,  =  (2/*  +  IK 

par  nile: 

«.«*.«*..  .^p  sS^ -)- 1. 

Si  Tm  nippoie  »  tafainenA  grt«4»  la  Jtecoode  «qitwiiiiB  dtt  jy^m-t  dMne 
*^i^A,x,  mi»  dus  le  mène  cas  réfaatios  difTérastielle  donne: 

'^'r  =  -êr  =  (2/*  H- 1)  •  - 

donc  : 

Comuiissant  A,  onaora: 

195)         e*.«;...c».=  B^    a  =  c-=cV+i^. 

Les  fnantUés  e^,  .  .<u  <nit  eaire 'elles  des  relatlolis  reaianpièlcsfM  Bons 
aDoas  dévelepf  er. 

CesaiiléfiQss  réfoatios 
Les  laeises  de  oette  é<iBafloii  setost  les  (1^4*     qoestilés  snivaates: 


«1 


jA»,  ^  e,  Aj  jrAff,  ^  e,Ajf  .r Ae .  ^  c.  Ajt 
A»+gAx 


Seit  taras  me  qoelcoifae  de  ees  raciiieBy  les     4*  ^  qpuatilés: 


seroat  eieeie  des  raeines  et  en  siéBie  teaips  différaates  estie  eUes»  en  pfenanl 
peav  e  nae  foantlté  foi  n*est  pas  radae  d*nie  é^natian 

o&  £si  +  l  est  inctenr  de     +  Soit 


898 

me  autre  ndiie^  on  aon  encote  tes  neines  Mdfwtn: 

ipri  Mtwt  dUGÊreates  entre  dlet. 
Cela  foeé^  (Ueeas 

on  aura  en  général: 

^|-*)  =  ip(0*.ar), 

^pieb  fie  lolent  les  aomlire»  entiera  m  et  Jl:  En  aieltaat      au  lien  de 
m  aan: 

donc  tonte  qaantité  de  la  fonne 

sera  racine  de  l'équation  y  ~  ^z.  Je  dis  maintenant  ^e  si  l'on  attribue  à  k 
et  m  toutes  les  valeurs  entières  possiblrs,  moindres  que  2//  -\-  1,  le*^  valeurs 
ifui  en  résultent  pour  la  fonction  seront  toutes  différentes  entre  elles. 

£a  effet,  si  Ton  avait  ■ 

;il  eji  résulterait,  en  mettant  an  lieu  de  jt,  iCt  remarquaat  que  ^*>^+^jc:=x: 

G«ladoiiBe: 

où  A*  =  j^i     1  —  A  •{>  ^,  c'est-à-dire  : 
et  de  là:  • 

Afaintenaat,  poisqae  2/»  -J- 1  est  u  koalire  pieBier,  en  penrra  ftlre 

A'M'  =  (^+1)^+1, 

donc: 

f.  (^t^+opg^a;  =  9jaî  = 
c est-à-dire  ^^x  serait  une  des  quantités: 

et  cela  eat  contre  lliypotlièae. 

L'expression  o*je*>x  a  donc  un  nombre  -)-  1)*  de  Trieurs  différentes 
et  par  coaséqneat  ces  valenrs  sefoot  les  radnes  de  ré^patton 
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Soit  maintOMot 

On  aura  en  regardant  e  et     cooinie  variables  : 

dl"           tir    .  de 

Â5- —  -5?  + 


Ea  mettant  dam  It  pnmifare  fonmde  an  Ben  do  s,  «*  ne  diangera  en  af^ 
donc: 


donc: 

et  ai  l'on  fait 


iElarr  ^4-  A-*!  4-»».  * 


ii>'        d9\         de  de. 


Ae'*  '        Acr        Ae.  ' 


âj*  ^  A*  •   Ay»  A«- 


Si  done  on  ùàU 

194)  g  .  — 


* 


_dr*          ds   I  '^^'.^ 

A*»       A*  '  Âïïii^ 

et  de.U,  ea  «nppoaant  qno  <w  et  o'*»  a'émoaisaont  avec  o: 

Toutes  les  racines  de  l'é^tlon  y^Xay^-t  ponmwt  donc  être  exprimées  par 
cette  mépie  fonnnle. 

Donc  pour  troo?er  tonton  Icn  radnea»  n  anlRt  d'avoir  la  valeur  dea  deux 
qnaatitéa  e  et  e^,  qui  août  deux  raeinen  de  l'éfnlion 

Touten  lea  radnen  de  eette  éqnailon 

fui,  par  ce  qui  précède^  aont  les  (2/(  -{-  1)*  quantités  aoivanten 

0^  i    i*'»»  •  •  •  i*» 
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sont  donc  exprimées  par  la  furmnle 

en  domiaiit  k  m  elk  toates  h»  Talem  moiadrai  qiie  i^H*  1.  . Il  est  fMle iè 
voir  qi^OB  pourra  esqiriner  «^t  en  fonction  rationnelle  des  deox  ipontitét  e*, 
doae  en  YOlt  que  tontes  les  racines  de  l*éqnation  «^^.t^O^  pourront  s'«ipii- 
ner  nIionnellenieBt  par  denx  entre  elles  et  par  le  aiodnle  a 

Si  l'on  vent  exprimer         à  Faide  des  fenetions  l|«  M  Ni^  en  pourra 
ùSn  cela  d'une  manière  fort  lâmple.    Bn  elEp^  en  remarfuuit  que  le  dernier 
tetme  d'une  éqoatien  est  le  produit  de  toutes  ses  raeinea^  ouauraBarle èhamp: 
106)        «,,^.1  » ,Ue,  «■«..., 


On  a  aussi: 

197)  •       *.H.i  =  çÎT-|-f-^<>"'^"'>' 

i  10. 

P«  l'é^uaita*  x,^,  r=e. 

D'après  ce  qni  précède  les  moines  de  l'équation         =  0  sont  fxprjinées 
par  e^k  en  donnant  à  m  et  ^  toutes  les  valeurs  possibles  moindres  que 
Une  de  ces  valeurs  est  zéro,  savoir 

En  dlvisaut  le  uamérsteur  de  la  fraction  x^^i  par  on  aura,  en  ég^danl 
le  quotient  à  sséro,  une  équation: 

198)  P  =  0, 

du  degré  4/i'  4~  cette  équation  pent  être  résolue  à  l'aide 

<réi|na(itS8  du  degré  2/«       et  du  degré  2/4. 

Soit  ji  une  fonctiou  quelconque  symétrique  et  rationnelle  des  quantités  e^, 
. .  .et|i>   En  mettant  au  Beu  de  e^,  c^, . . .  e^^  leurs  espressisns  en  foae- 
tions  ratieuaelles  de  e^,  j»  devlaidra  mie.  foietion  rationnelle  de  oetle  radae. 
FaiBons: 

109)  p^stpê^f 
on  aura  évidenimeat: 

aOO)  9^8a8^â9^s...sfiea^, 
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équations  qui  auront  lien  (pieUe  «jm  soit  la  racine  e.    Cela  foaà,  mettons 
au  lieu  de     il  est  elair 

se  duageroni  feipeetiFeineBt  en: 
Donc  oa  mm: 
FttrnMMis  l'é^uatiwn: 

\ssji*i^— +  î.^f   —  yi/»  4-  9'o=o, 

f«»  fi»*"  92,i4.i  seront  des  fonetiona  symétriques  et  ratiomieUes  de  90^»  9^i» 
.,,«p0tp,v        on  pourra  les  exprimer  rationnellement  en  e. 

■En  effet  il  suffit  d'avoir  la  valeur  de: 

ii05)  -f         + . . .  +  (.r  .u,  >  =  p*. 

Eu  vertu  des  équations  (200,  201)  cette  quantité  pourra  s'écrire eomne Usait: 
2fl.ç,=  if  e,)"  +  (rpe,)"  4-  (r;r,)^  -f  . . .  -f-  (çe,^ 

+  {9eimi)*+(»«4K,t)*4-(9P««mt)'+'"+  (^««jxfi.stJ' 
Or  le  second  membre  do  oette  éqnatioa  est  one  foncfion  rationelltf  et  uymé- 

ti^ne  des  racines  de  Féipiatton  i*=0;  done  on  ponim  «[frimer  f«  ration- 
mllement  par  les  ooeitclens  do  cette  éiinatloii»  e'est-à-dixo  par  c. 

■  On  voit  donc  fae  les  coefllciens  de  réqnation  (908)^       f^,  9v*' 
nmt  des  foncfions  rationnelles  en  e.    Doue  nne  fondioii  syméMqne  quelcon- 
que dei  racines: 

pourra  être  déterminée  par  le  module  c,  à  l'aide  d'une  éq;ttation  du  degré  ift'-^i. 
Cela  posé,  faisuns: 

204)  (e — i?|X« — e^...{e — e,,J=: 

+ /'t^  •       + /^i^  •  <^  +  ■  •  •  +    •  «*  +  ?o  =  0- 
Les  coefftelens      p^y . .  .p^^  seront  des  flMMitions  ratimnelles^et  symé- 

trlqoea  de  Oi,  donc,  comme  nons  venons  de  voir,  on  ]ioinra  les 

déterminer    Faide  d'éqnntions  du  degré  ^4*^  lesmeincs 

de  l'éfoation  PsO^  Il  sonn  de  résoudre  des  éfotlions  dn  degré  £^ et il^^^. 
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Ce  qiii  précède  est  susceptible  d'me  affUettion  iwportaate.  Le  nodule 
fi',  exprimé  par  la  fomiole  (156),  est  comme  on  \uit  une  fonctîoo  rationnelle 

et  symétrique  île  t'j,  e^, , . .  t\,y  Doue,  en  vertu  do  l  i  i  icpriété  démontrée 
précédemment,  on  pourri  fro-iMT  li  moihtle  c'  en  r  -î  l'aide  d'une  équation  do 
dejïré  2ii  -\-  2.  (^eltc  eiju  iinin  m-  [tarait  pnére  résnIiiMe  alii^ébriquement,  ex- 
cepté lorsque  it^-^  1=.^.    Daus  ce  cat»  elle  nera  du  quatrième  degré. 

En  appliquant  le  théorème  XIL  à  l'équation: 

on  aura  en  remarquant  que  le  degré  de  la  fonction  Xt,^t  est  (£^4-1)*,  et 
i^-\-tun  nombre  premier: 

où  y  est  uue  fonction  de  x  du  degré  2/*-f-l>  'w*®  fonction  de  ^  do 
même  degré.    Ou  aura: 


y= 


et 


t/e'     (l — e*«9«»)  (l  . . .  (1— x«) 


«*  est  déterminé  de  la  même  manière  en  v'  que  e  Test  en  e.   Donc  si  l'on 

cliany^e  r  en  r';  se  chang:era  en  <•'.  De  là  il  suit  fjnr  !V*qaation  entre  les 
modul(>s  et  c  doit  rester  la  même  si  l'on  change  simultanément  en  et 
c  en 

Puiaqne  if  d^end  d'une  éqnatimi  du  degré  ^^•S»  on  ponrm  donner  à  In 
fonction  ^»  valeurs  différentes. 
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§  11. 

J9«*  tran^brmatfom»  d^émUM  fui  régMtdemt  à  tut  mém»  iagré  d$  ia  /tmctiom  g* 
Soit  , 

»  =  — 

et 


ds 


Supposons  fi  premier  et  d'abord  /f  =  l.  Dans  rc  ras  le  modale  c*,  en 
Tertn  des  formales  da  pangraphe  2;  aura  six  valeim  diffikeates  et  la  ùmetàùa 
y  en  aura  douze. 

Si  =  2,  on  aura  tontes  les  solutions  possibles  en  combinant  les  deux 
formnU's  (f^,  arrc  les  six  formales  dtt  paragraphe  2^  ce  ^  en  donne 
18  vaieurii  diiférentea  da  module  c*. 

Si  roa  &it 

  I—  ff    gy/c  2/— c 

'■•  —  Tri'  — ï^r* 

ces  18  Taleon  se  trouveront  en  mettant  dans  les  six  fonctions: 

±.  ±i.  ±{^)\  ±(4^y.  ±Gï^)*.  ±0^)*' 

les  trois  quantités  e^,      c^J>^  lien  de  c. 

SI  fi  est  nn  nombre  premier  impair  £«+1»  on  aura  4'àbord  Xn+S  va^ 
lenn  du  nodnle     qui  répondent  à  la  forme  suivante  de  y. 

Or  de  chaque  valenr  (!e  ^  de  <-(ïtte  forme  on  tire  en  vertu  des  six  formules  du 
paragraphe  2.  cinq  autres  de  la  forme: 

auxquelles  répondent  respectivement  les  modales: 

On  anra  donc  en  totalité  un  nombre  do  6(2r-|-2)=  6(^*4-1)  valeurs 
différentes  pour  le  module  «*.  On  en  anra  le  double  nooilire  pewlalbnctipny. 

51* 
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§  i!L 

L*éqatflciii  âlgéliriqae  y.=ifse,  on  ^»  est  vue  foaeUon  raHomteUe  quel- 
coofiie  de  X,  mtia&fauot  k  me  équation  diffërenttdle  de  la  forme  (fiOS^,  jonira 

de  la  propriété  riMiiarqaable  d'être  résoluble  par  rapport  à  ;r  à  Faide  de  radt- 
emx.  Cela  est  facile  de  démontrer  en  ayant  égard  à  la  forme  dea  racines  de 
cette  é«ptation.  D'abonl  si  le  degré  /(  est  un  nombre  compoaé  sstt,jij,it,...ji„ 
en  pourra  &ire  cotnine  nous  venons  de  voir  dans  le  §  7: 

on  1/?,,  •  •  >  ^  déi^gnent  des  fonctions  rationnelles  respectivement  des 
degrés  itv,  n^it'.-riit  n>  ces  derniers  nombres  étant  premiers.  On  aura  donc 
la  valeur  de  x  en  y  îi  raul»-  de  1;>  résolution  de  »>  -f- 1  équations  des  desrrés 
n,  7i|,...7i^  respccth  (  nii  rit.  Doik  il  salïît  de  résoudre  l'équation  y=«»a: 
dans  le  cas  ou  le  degré  /<  est  un  nombre  premier.  Si  //  =  2,  on  aura  Tex- 
pression  de  x  par  les  rèi>;les  connue!;.  Si  //  est  impair,  les  racines  de  l'équa- 
tion serout  ies  2fi-^l  i|uuutités  suivantes: 

Cdn  posé,  soit  â  ne  rtcbie  luaginalre  de  réfnaUoii 
etbiMne 

V = ar  -|-  d.e«Ha:  -J- (J*.ft»l*-»«4- . . .  -j-  dîK- .  |jr,  • 
En  ndiBtitaant  pow  les  quantités  V^x  lenra  valeurs: 

xAe-  ^  c.At_ 

et  remarquât  que 
il  est  clair  qu'on  aura: 

v=p-\-qàz,  v'=p — q£^, 
où  p  et  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.    Cela  fait  voir  que  v .  V  et 
ip»j*+i  _|_  sont  des  fonctions  rntlonnelles  de  x;  or  je  dis  (ju'on  pourra  ex- 

primer ces  quantités  eu  lourtions  rationnelles  de  y.  En  eOct  il  est  clair  en 
vertu  de  la  forme  de  v  et  tf^  que  si  l'on  fait 

v.Vss^  tr«l*»*-|-|,i«l«*»-s/ar. 
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leti  deux  fonctions  <f  x  et  fx  ne  changeront  pas  de  valeur  en  mettant  pour  x 
les  2/i  4- 1  quantitte: 

a-,  ÔJT, . . ,  Ml**. 

Domo  oa  aon: 

/Sp  as         (A  +       H  h  =  «■H*+»'«I*H. 

Ces  ejqmsBloM  de»  qnantitéi  v.i^»  ««ivh  ^f^iinft  ^  fonelioiis  rattmi^ 
neUeâ  èt  ^fméMquê*  des  raeiaee  de  féqnatieii  y  =  donc  on  pourra  leo 
evprlvier  rattooneUeiieiit  por  les  coeffi^ns  do  cette  éqDslioii,  o*est4-dixe  en  y. 

Fdsons  donc: 

ê  étt  aérant  des  fenellonB  Taiie«aelles  de  y.    On  oa  tira 

Oa  coanalt  donc  la  fonction  r.    Maintenant  si  l'on  désigne  par  v»»  Vg,  i?,, ... 

les  valeurs  de  ?•  qui  répondent  respectivement  ans  racines  l»  ^  d%  d', . . . 
d*>^  de  réiination  d**^*^*  =  1,  oa  aura  sur  le  diamp: 

qni  est  l'ejqweasion  générale  des  racines. 

On  anra  par  lA  nne  classe  très  étcadie  d'étpattons  algébrii|iies  de  tons 
les  degrés,  'résolubles  algél>rk|iienient  Nons  n*entrwoas  pas  k&  dans  des  dè- 
taUa  anr  ce  snje^  vais  nous  ranroyons  nos  lectenn  à  la  seconde  partie  de  ce 
némcira,  on  nom  en  donneront  dea  développementa  étendns  et  ramanioaUes  à 
caase  des  belles  propriétés  des  fonctions  eUiptiqoes  ^on  en  peut  tto.' 

On  ponrra  encora  fcaiar^er  comme  cas  particulier  ré^ation: 
oà     désigae  la  fonctkmratteaaelle  de  «  da  degré  ^^  qui  satisfera  à  Téquation: 
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On  en  poum  titmoari  tirer  In  valenr  de  »  en  jf  A  l'aUe  ém  nriieeu. 
81  ^  eist  on  nendure  iaipair,  on  ponm  .donner  nui  mdnen  cette  forme  très 
idaple: 

a-  =  i-.(a.y +  (/^  +  -Jr,^)^'-|-(//.+^',AJ^)»^^-  . . .+  +  V^'-iAy^). 

H" 

^"  /'n  Pï»  •  •  •  ^"''^  ''^'^  fondions  erttières  impaires  de  ^  du  dej^rc  ff 
Vn  "/î'  '/s  ■  •  •  fonctions  paires  de  y  du  degré  /* — 3.  et  serout  dé- 
toroiioéN  par  ré^uaL  iu 

oii  t..  est  aoe  constante,  ewotar  mie  ^efne  de  l*é<|Dntien  4^^^' 

Chapitre  V. 

Théorie  générale  de  la  irausl'o  r  ma  il  on    il  c»  fonctions 

eiiiplîfjues  par  rapport  au  module.  , 

A  l'oide  des  théorèmes  qoe  douh  avons  établis  dans  les  chapitrée  précé- 
dents» nens- ponrronn  neintenent  donner  la  aolntion  de^ce  problème: 

**JSiatU préposée  une  fonction  elliptique  avec  vn  module  queleonqne,  nir^ 
primer  oMe  fonctUm  de  la  manière  la  plue  générale  en  Vautrée  feneOmt.** 

M. 

Cenditicn  générât»  p9mr  ta  tran»formetien> 
Soit  proposé  nne  Intégrale  de  la  forme: 

/r.ds 

on  demande,  8*0  est  possible  d*exprimer  cette  intégrale  par  des  fonctions  al- 
içébriques,  logarltbmiqoes  et  des  fonetiona  elliptiques,  dont  les  modides  «ont 
r,,  c^t**»emt  en  sorte  ifu'on  ait; 

où        A^.. .      sont  des  constantes,  x^,  .r,  ...  or.  des  fonctions  algébriques 
de  X,  et  V  nue  fonction  al^biiquc  et  logarithmique;  tf',»  Vf-  -  '-'»  désigneat 
des  fonctions  elli[>ti(|iu  s  ayant  rospectivenieut  r^,  c^, .   .     poqr  modules. 
Cela  posé,  celte  équation  donin'r;i  i  n  vertu  de  (8(i): 

oii 
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et  paiement 

^iSt  A»3r» 

-âjT'  "ât»  — ât 

M»Vt  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  l'oD  «appose,  ce  qui  est  permis,  (piA  soit  impossible  d'exprimer 

As 

pir  im  iioiid»re  moindre  des  fonclioa»  V^»  Ht^*  '  "  '^m,  il  Mt  èhfr, 
des  ^umtiléB  Jf  ^  »  y^*  •  *  •  y»  M  pourrt  éire  ooutaiite. 

Ob  doit  dose  «voir  aéparéme&f^  es  verta  du  théwème  démontré  dans  le 
premier  pen^plie  dn  dmpilré  préoédent: 

dgy    dx        rfn .    ds  dtfm    ifs 

Aijr,  Aj       A.^/,        '   Aj  A.y.  Aj 

on  •••f.  sont  dci»  constaiius.    Cela  donne  en  intégrant, 

wmS  na»  oonsttnte  4|ii^  fiint  ajooter  à  dmcone  de  ces  éqontiOM.  On  poorm 
donc  énoncer  ce  âiéorème: 

1%étrèm»  X11L  Une  rehtion  quelconque  entre  des  fonctiomi  elUptiqnee, 
•y*nt      ^•*"*  medden,  ne  pourra  eubsister  k  motae  qn'on  n'ait  entre 

len  fontBtions  conreapondantes  de  la  première  eapèoi^  cette  relation: 

906)    «(*,  e)  =  i-.  ©(y , ,  r,)  =  1 .  a(y„  «i)  = . . .  =  1 .  w (y. ,  ew). 

où  Cj,  e^,...t^  huut  des  constantes  et  y^,  y*)  •••y»  des  fonctions  ration* 
neliea  de  la  variable  9, 

On  pourra  donc  encore  aatlnftire  ans  équations  sdivautcs  : 


907) 


di  âr«,.. sont  des  fonctions  rationnelles  de  ar;  ou  Men,  si  Ton  désigne 
par  e  et  c*  les  modulée  de  deux  quelconques  des  fonctions  entre  lesquelles  on 

u  une  relation,  on  pourra  toujntirs  satisfaire  à  l'équation: 

208)  o(j.',c')=  f  .o(j-,r) 

en  («apposant  .r'  fonction  rationnelle  de  ou^x  fonction  ratiouoeUe  en  x; 
Cette  équation  donne 

dy  dr 
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* 

Soit  malBtraant  afi  ime  fimctfoa  ntloimelle  4e  dr;  si  f  désigie  une  fonetion 
ittioimelle  «ineloonque  de      on  poam  transfoniier  f  en  ne  Ibucéioa  pareille 
de      Eb  la  désignaot  par  r,  on  aura  done  r'asr.    Doee  «i  neh^diani 
^pntictii  différentielle  ei-deaauB  par     on  aura»  en  intégrant: 

Qaelle  que  soit  la  foaction  rationnelle  r,  on  pourra  toujours,  conune  on  sait, 
exprimer 

fris 

par  des  ronctions  eU^tiqnM  des  troia  eapècM  airae  le  modnle  e.  On  aura 

donc  ce  théorème: 

Théorème  XIV.  Si  une  fonction  elliptique  quelconque  çx,  a]rant  pour 
module,  peutiltre  exprimée  par  d'antres  fonctions  avec  les  modules  r  ,  r„, . . .  f«, 
on  pourra  foiijoiirs  exprimer  la  même  fonction  ffx  por  (ies  fonctions  elliptique» 
avec  le  même  module  c,  c  étant  un  quelconque  des  modules  c^,  c^, ...<r«,  et 
cela  de  la  manière  suivante: 

où  y  et  r  sont  des  fonctions  nttonneltM  de  x 
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HOTES  ET  DÉTEIOPPEUENTS 

DE  l'ÉDlTEUR. 


Pvg»  H,  m  fimt  id  reoMurqner  b  différanee  entre  les  jutions  réilactibles 
et  irrédttctfl»leB.  Un^  éqnaflon  algébrique  est  dite  irréibtet^  lorsqn'Q  eet 
iaponible  qii*iiiié  meioe  de  cette  équatias  poisse  être  rseine  d*ue  éqnatioK 
■soins  élevée  de  la  mène  fome,  c*est4>dire,  dont  les  coeflidess  ne  contiea- 
Sflst  ancna  radical  qui  ne  se  trouve  dans  les  coefllciens  de  l'équation  donnée 
Dans  le  cas  costraire  réquatînn  05;t  dite  rcductible.  Ainsi  par  exemple  l'équation 

x*-^y2.x^—Y'z.x-\-s  —  o  («) 

est  .réductible,  car  eUe  a  deux  racines  communes  avec  l'équation 

^^-21  2.x  +  3  =  0,  {[}) 
équation  moins  élevée  que  (rt),  mais  de  la  même  forme,  car  ses  coetiiciens  ne 
contiennent  aucun  radical  qui  ne  se  trouve  dans  les  coefficieiui  de  réquation  («). 
L  équation 

as*— 2«»+9=0  {y) 
a  aussi  deux  radues  communes  antc  Téquation  (^^)\  mais  l'équation  {y)  estinré- 
dttctible;  car  U  n'existe  pas  d'équation  moins  élevée  de  la  même  forme  qui  ait 
une  racine  commune  avec  cette  équation.   Donc  si  Féquation 

est  réductible,  son  premier  membre  contiendra  un  facteur  irréductible 

da  la  mémo  former  c'est-à-dire  où  . .  •  ,  sont  des  fonctions  rationnelles 
de 

P*  '"o»  **!»  •  •  •  ''•-i  /'       moindre  que  k.    Si  elle  est  irréductible  on 

a  fi  =  ky  et  l'expression  («)  est  identique  avec  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (è). 

L'équatioo  av- — i=0  ne  peut  avoir  lieu  lorsque  n  ct>t  moindre  que  », 

et  »  un  nombre  premier;  car  si  cette  équation  avait  lien,  l'équation         =  0 

semit  réductible.  Or  cette  équation  est  iiréductflile.  (voyez  Legen/hu^  esssi 
sur  la  théorie  des  nondires  p.  439).   On  doit  remarquer  que  cela  u  n  pas  lien 

o2 


Digitized  by  Google 


410 


lon^  iK  est  m  nombre  oonipoBé;  par  ejcunpl»  dau  l'épatlon  —  i  =  0, 
nne  des  ndnM  iiugnuir«n  est  «t  en  appéittit  cette  naine  a,  en 

n  a*— 1  =  0. 

l*a|9.  itf.   Les  quantités  r,,  f,, . . .  r».,  étant  des  fonetions  entlèies  de 

p,  il  est  clair  qu'elles    restent  invariables  par  la  sulit^titution  de  aV'.p*  pour p* 

dans  réqualkm  (S)j  ear  od  a    =        =(at^,|r)  ,    étût  un  nembn  «tier 
«pieleonqae.    L'équation  (5)  est  dose  satisfaite  par  cette  substitittioSf  et  par 
suite  réqoatioD  (1)  l'est  de  même. 
On  a. 

donc  si  y,iz=y,,  oo  aurait  en  faisant  jp"  =  2, 

et  (a»»->— «'-«M+(«^t»-*>--a"t»-»i).J»+...+a<'^»>'H-^>— «<'^»)<i^>)^^  (,•) 
Or  en  eoncloant  de  la  même  manière  fue  précédemment»  ûn  voit  fne  réfsatios 
(Q  est  impossible;  donc  les  racines     et  g,  sont  dilférentes  entre  dies. 

jPe^.  iS.   Les  eoeffidens  de  t'équation  dn  étgté  nf  dont  les  radaes  sont 
les  quantités  v^»  v^,  > . .  v«.  étant  des  foocllous  symétriques  de    ,  x^,      •  •  • 
on  sait  par  la  théorie  des  équations  algébriques  qu'ils  seront  des  Ibnctions  ra* 
tioanelles  de  Of  n^»      •  «  •  Om~i* 

Pug.  iS.  j»  est  le  plus  grand  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  ji. 
Si  p.  ex.  n  —  ô  ou  n  =  6,  on  n  dans  les  deux  cas  p~5.  Soit  n  =  S=Pf 
on  a  les  iudii-es  a,  c.   Si  Ton  applique  plusieurs  fois  de  suite  la  per- 

mutation ^^^ta}  ^     combbmisoB  ttfiyâe,  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

fijrèèUf  fitafi,  ^f'PZt  *^r^)«fi7^ft  ci<^- 
En  appliquant  de  la  même  Bianière  la  permutation  (^^^gg)  à  la  oondilnaison 

fifâfa,  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

fofiiè,  wjffiét  etktyfi,  Ô/ltay  \  fiyàHUt  etc. 

d'ofa  Ton  voit  que  les  deux  permntatioM  (^^g,)  et  (^^^'5^)  sont  des  pennnln- 
tions  réc^wrentes  dn  dnquième  degré. 


Digitized  by  Google 


411 


Pag.  16.    V'oyez  la  table  des  fautes  à  ton  icit t. 

Pdff.  §9.  Toute  fonction  de  la  forme  («)  ou  est  symétriijne  ou  a  5  va> 
leurs;  donc  la  fonction  7(.r,),  étant  de  la  forme  («)-  doit  avoir  valeurs. 

Le  nombre  des  combinaisons  à  S  qu'on  peut  former  de  â  quantités  est 
5  4  3 

-  •  •  doae  çjTj-f^lP^A  +  V't  *      valcuray  et  par  suite  çi«i'»9«« 

H-  ^%  a  nu  nombre  de  ▼alemft  trois  fois  al  grand.  ,  « 

Ptt§*  20.'  Ponr  m  =  4  on  aura  ?>j -f '^a  =  ''«  +  *'i  =  7'^i» 
v«  +  «Il ss 9dr,,  v^-^v^^ d'ott  Ton  tire  —  9»^  +  9«« = 0; 
donc  9^  -|-  Vf = =  ç*^  —  9x,  Or  le  second  menlire  de  cette 

éfpiation  n  80  vaUnm;  nuis  « ,  étant  de  la  forme  (a)  n'en  doit  sToir  que 
5;  done  m  ne  peut  être  égal  à  4.  Pour  m=S  on  tronTera  rétpwtion- 
t»^  s  çMT^  —  9»,  -{-  çx,  —  <px^  «l*  f  •  ^  second  membre  a  10  valeort; 
donc  m  ne  peut  être  égal  à  5.  Ponr  m  —  ^  ^1  +    ~h  ^  forme 

(a),  et  aura  par  conséquent  5  valenrs* 

La  feraie  générale  que  Tantenr  a  tronvé  ponr  les  fonctions  de  5  quantités 
qnS  ont  5  Taienrs  différenteSi  peut  être  déduite  d'une  manière  abrégée;  cemme  suit 

Soit  tt  une  fonction  donnée  des  Ô  quantités    ,  9„  qui  ait  les 

5  valeurs  différentes  u  ,  n^*,  «ig,  u^,  et  soit  v  une  foaction  des  mêmes  quan* 
tités  qni  ait  les  5  vnleurs  v,»  V4,  Une  permutation  quelconque  qvi 
cbwge     en     est  supposée  de  cbanger  «y  en       Cela  pos^  soit 

«1",  +  "4»'4+  «s^a  =  *i 

+ <'^«+«l''i+"l"4-f = *. 

Les  quantités  k„t  A,,  Z.^,  /i,,  sont  évidemment  des  fonctions  symétriques  de 
^1*  ^ft»  ^s»  ^oit^  ^6  pl"^ 

+    4-  "4  +  "4  =  —  *i  V 

»'»''>"4  +  "î''3"a      •'2"4"i  +  —  sA 

'1»  'a»  't»     Mut  des  fonctions  symétriques  de      t%,  «4,  t^,  et  on  n  iden- 
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+ +'4=  ("1 — ««X»j— «SiK«i— 

Si  I Viti  ajouie  iticiiiiire  à  membre  les  équalio»:»  (1)  aprèis  uvuir  multiplié  la  1** 
par  4^  la  2**'  par  la  3"*  par  la  4"*  par  et  la  dernière  jpar  ronité,  ob 
obtiendra  en  vertu  des  équations  (5)  la  wmnutii 

d'oh  roB  tire 

9  —  *4+*i*»  +  *«*a+«»*i+*4*e  4 

Soit  mainlenant 

«  1  —  * .  =  « .  +      +  "s  +  "4  +  "fl  =  ' 

—  «|*t  +  *4  =  «,««"»"4  +  •  •  •  4-  «,"»"4"»  =  ^4  I 

I,,  I,,  ^,     4  fondioM  syintoiiiiiM  de  x^,  x,,      x^,  De 

ees  éqmtioiift  on  tire  « 

*4  =  «1*. +K  —  «î — 'i«î + I — V^  H-  '4^ 

Vv%  vDh'iirs  v  ,  s^,  s^^  étant  substituées  dans  l'équation  (4)^  OB  aura  évi- 
demment pour  la  valeur  de      la  forme  suivante 

eft  Pli,  ^i*  •  •  ■  F4*  9«»  ITi» "  *  fonetions  Bynétriipiee  de  «r^ , 

*a» 

Soit  peer  abféger  = /T(ieJ  et  9«+f 

»  <p(«i) 

Bd  moltipUant  le  liaut  et  le  bas  de  cette  Action  par  9(«,)-ç(«a)-7(Kj.çp(u«) 


6. 
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Or  'VC^J'yC"»)  ^st  uae  fonction  «Mitit  ic    i  symt'trique  de  i/^, 

«4>  P^'"  conséquent,  en  vrrdi  des  éi|uaiion.s  (2),  une  fnoction  entière 

de  n^;  iuaiâ  ces  quaulittii»  boot  des  fonctions  entières  de  ij, 

et  de  u^.  Dooc  le  munérateiir  de  l'expression  de  (7)  est  une  fonction 
estiérie  de  ces  néaiee  quantités.  Le  dénomfnatenr  est  ose  fenction  tyméM- 
qne  de  x,^  x^j  Xy   Oo  son  donc  pour  y>^  In  fonne  salvante: 

»! = «o + +«,«! + «1^; + •  •  • + «• 

Les  éqnatiens  ^  deuient  Identi^menl 

^  andt^iant  «ette  équation  successiveinent par  m^,  u*,  m*,...»^*-*,  on 

obtiendra  fi— 4  équiitions  desquelles  on  tirera  les  valeurs  des  fonctions  »*, 
«*,  exprimées  par  des  quantités  de  la  forme  A» -J- + 

+        -|- li^t  (^i  •  •  •  "l^s  fonctions  symétriques  de  x^,  x^,  x,, 

P*"^  Honc  de  l'expn'ssion  de  «j^  chasser  (oiitj's  les  puissances  de 
supérieures  à  la  (]uatrii>mp.   On  vtnn  donc  en  ccrivant  v  ^our      et  w  pouru, 

Or  «  est  une  fonction  donnée  dp  5  quantités  qui  a  5  vaUurs  (lifférentes:  une 
telle  fonctiou  est  par  exemple  Cf.x,  f)  étant  une  foucliou  symùlrique  et  x  uue 
quelconque  des  5  quantités.  Soit  doue  11=  0.x,  et  soit  f^.0i^  =  7-^,  ainsi 
que  <^  est  une  fonction  symétrique,  et  Ton  aura 

v  =  r^-\-r^x-\-r^x*-\-r^  +  r^^  IOl 
qui  est  la  fimne  générale  que  rantevr  a  tromrée*). 

De  réquation 
on  trouveni 


*)  De  U  même  manière  on  peut  démontrer  qne,  »i  u  aigniTie  une  fonction  donnée  de  n 
quantités  qui  prend  m  Ttlenrt  différeatei  lorvqa'on  échange  ces  n  quantité  entre  dlcs 
de  toutes  tes  oMalèict  |Mmtiitct,  la  forme  gënénle  d«  la  fMatian  de  »  quantlltfi  qnt 
par  leuM  pcrantatiDaa  autnellefl  peut  obtenir  m  vaJcun  dUViuntoa  a«n 

r,  -i-r^u-t-r^u*  +  . . .  +  r^iM"*"*, 
r,,  r^,  r, . . . r«-t  étant  dea  foaetlona  ijraaétriqnea  daa  n  quantités.  C'ait  ce  que  j'ai 
.  éénontrd  dans  un  inénwfra  fnaeré  dani  le        Talnaie  du  Jaumal,  Màgiuin/hr  Ma- 
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«UoDâ  voir.    Il  est  clair  que  la  fonctiou 
?"  =  fr     r,jf r,«»  -I-  4- 
peut  être  raise  bous  la  furuie 

où  tf^y  t^...t^  sont  des  fonctions  symétriques  de  .r^,  j-^,  j-^,  ^g.  En  effet 
toute  puissance  do  supéneur^*  à  la  quati  u  nie  peut  être  chassée  à  l'aide  de 
réfvatîon  doniée  a^—'at*-^bx>—cj^-^dx—e  =  0.  Ou  peut  donc  former 
les  tpabre  équatioiw  sahrantes 

où  v^,      ...r-o,  nîngi       r„  r^...  «mt  des  foBCliois 

symétriques.  En  sioltlpliaiit  la  séc4mde  de  ces  «qostîfns  psr  m^,  la  tnrisièiM 
par  m,  et  la  quatrième  |iar  m,,  m^,      et  m,  étant  dëtsrminées  par  les  éqvatissB 

on  trouvera 

d*o&  roB  tire  pour  la  valeur  de  «  li|  ferme  (10')  d-dessas»  ea  remarqaaot.qae 
les  équations  (IS)  étant  linéaires  par  rapport  aux  quantités  iw^,  /n,,  w„  ces 
quantités  sent  des  rouctions  ratiennellea  de  r,,  r„  r',...j«%  et  par  suite 
des  feaetiens  symétriques  de  ar^,  jr^, 

Pag,  Ê2.    a* — /iV  étant  vue  foneUou  syniétrique,  .V)  aura 

nécessairement  m  valeuru  dilTéreutes  et  pas  un  pins  graad  nombre.  Or 

m 

V^O*' — étant,  une  fonction  raiiormelie  de  5  quantités,  ou  Utit  «  tre  symé- 
Mque,  ou  avoir  deux  valeurs,  ou  cinq  valeurs,  eu  rein;ii.jiiaiU  que  m  est  lui 
nombre  premier.  Doue  si  cette  fonction  n'«'st  pas  symétrique,  m  sera  égal  4 
£  en  4  5.   Dans  le  denier  cas  on  aurait 

K  («* — A'^')  ~    -j-  r^x  -}-  r^x*  +  »*s.t^4-^4^5 
mais  nous  avons  vu  qu'une  telU-  équation  conduit  à  des  coutradictions.  Si 
onanralt  v  =  )/ (a 4- p foncUon  de  5  quantités  qui  aurait  4va- 
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leurs;  or  udc  telle  foQctiou  n'existe  pas.  Donc  y{u* — p*s*)  est  aécessairer 
ment  uue  fonctioa  symétrique. 

Paff.  23.  Le»  coetikitns  A,  /f ,  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 
«juuDtités  p^,  P^'-'Pmt  lesquelles  t»uut  des  fuuctiuns  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  proposée.    Donc  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 


On  a  vu  que  tonte  fonction  non  simétriqne  de  5  quantités  ne  peut  «voir> 
qpe  t  on  5  valenn^  al  le  nonlte  de  ces  Taleara  ent  nn  nombre  pr^er.  On 
n  YU  de  plu»  qne  m  ne  peut  être  ^1  à  %  donc  on  doit  avoir  m  =  & 

Pag.  28.    8i  dans  la  formule =  (voye^  pag.  151 

du  Hesuiiie  des  ie(;nns  dounées  à  l'école  royale  polytechnique  sur  le  calcul 

infinitéaimal  par  Ckmckjf)  on  pose  j;=-^-,  on  trouvera 

Puff.  31.  Ou  verra  dans  le  tome  second  comment  l'auteur  est  parvenu 
à  l'expreaston  démoatrée  icL 

Pag.  39.  «J  (r^-f- _^)<d/,  („), 

Ott  a 

it=m^  —  dir^9m  (9),  d*,Œ^«  =  m  (H), 
àv<n  par  liypoilu  (8),  <JiV=ii  — i»,  donc  &t> — àN<mf  donc  *^ (-^r^) <*"» 
par  guite  ^{-^)  <àt^j  et  de  Ift  on  tir»  l'oxpreanton  («). 

On  a    àr=  ^^^^^  =  n,  ôv  <  n,  donc  àv  <  ôr,  donc  â         <  à        et  de 

■»  '(^-:^)<'(f)- 

Poff.  40,   it\  <  m  (H),  dJV=  »  —  m,  donc  dCiW»,)  <  «  ;  —  « 

<9X  donc  ^A'i(\  +  r)<J<»  4^eatpà-dire  (*«<i»  (13),  dr=sn,  donc  d»<d»', 
<dlr,  donc  d9<âr. 

Pag.  4S,  9f»^  tts  Ar, — dir^,  donc  â(|t^p^)  <  ,  di  <  dr,,  dr^  =  dr, 
donc  dr,<d»>,. 

45.    Ss^-\-9àfim^t<^i  à  cause  que  dv<n. 
^  et     ont  le  facteur  coBUtton         (Voyea  les  deux  deraièrea  équations  pag. 
43  et  les  aahrantea). 
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Pag,  47.    dp — a^sn.   On  a  (pag.  39)  p^r=t^y-{-     où  i^<dq, 
donc  âp^ — djr  =    j  ?=  m;  or  p  =  Np^y  donc  ôp^-=dp~dli^àp — 
donc  6p  —  n-\-m  —     =  m\  c'est-à-dire  t)p — dq  =  iu 

Pag.  69.  Le  théorème  mentionné  ici  que  Tauteur  se  réserve  de  dé- 
montrer dans  «ne  antre  ooeassion,  est  nn  cns  particulier  du  théorème  TÎI.  pag, 
3£»4,  qui  est  lui-même  un  cas  particulier  du  tiiéorèmu  IL  de  la  môme  page> 

Pag,  69*    Ayant  p^<ù  pour  toute  valeur  de  m  on  en  oonoiot 

Pm-l{fm~i—fm)<à.f^l  Ô.t^ 

iODC  ta  ajontaot 

Po('o— 'i)  — f,)  +  •  •  •  +  — 

Pag*  7S*   (W"^*)!!  =       4*         "f*  •  •  •  +  a^yft^ 
Ln  démonstratiOB  de  ee  théorème  m  Ironve  dans  Tonvrage  eité  de  M-,  Cmdlgr 
pag.      99  et  iOÛL 

Pag,  78.  ^if-^P^=tnut^^k,k^'\'y>(f»,l)  en  verte  de  (8)  eny 
rainant  IssO. 

P«ig.  8L  Lomqne  ^>1,  «n  a  cob  — 1»  nfn  fp^^O  ;  donc  ^|t«ss:(2è-|-l)n^ 
k  étant  nn  entier;  on  tire  de  là  /. +  +  •H~^»=(^'h  ^ — ^ï"» 
I  étant  nn  entier.   Main  con    =0  et  nta^,  =  1,  doae     =  fbam ^»  'one 

yi +    + +    ^1*= (2"+^— i)''  =  ^^i*»  ■ 

dono  008(19/,^=  cosO*— i)T=0, 8iB(*$/^ = sinO* — i)»= — «<»  fot^ — (— 
et  de  là  eoB(0'|Js<»nte  pfp  .8ta(^ — =  ( —  nhi/»9, 

«NI  (0'y}=   cos  /t9  .sin  Oi         »  —  (—  V^,  cosfiip. 

tf{f.  On  peut  démontrer  conune  dann  le  denxiime  cas  ^ ne  aImsO 
ponr  »«=  oo.  En  cffe^  ayant  ibs=Oy  on  coni|iris  entre  0  et  ai  \va  fait 
k-= —    l  nera       ou  compris  entre  0  et  I,  et  on  anra 

^=[(^)'+(^)']' 

Or  1 — l  étant  une  quantité  positive,  on  peut  prendre  une  quafitité  positive  c 
tdlefne  «<! — t    Cela  posé,  on  a 

1 =  C«  +  ^  —  1)^  +  ««0' +  '  - 1)  4- «• 
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dODC 


-f      1  +  c)«  —  2cOi+  /—  1)— c»-f  **= (^»4-  /—  l)«+**î 

11*" 


donc  si  l'ou  lait  /*  >  1  —  ^  -|-  -5—  (=  ç) 


on  verra  fue 

Si  dus  réqiiadon  (SO)  ob  ftit  itssl— 2  et  a  =  — ,  od 

*.<(i+^)"' 


c'est-à-dire 

dOBC 


doBC  en  fidsant  ^     1,     S . . .  ^ 

^       /  p+i  \»-/-« 

en  tire  de  tt,  comiie  dans  le  denzlème  cas, 
Si  l'on  fâitici^-)-(>=}iyOna 

done  en  fdsant  »  Infini  et  remarquant  que  1^/ — état  une  «inantité  ipeaitive, 
on  voit  «jne  ;t.  se  réduit  i  séro.   Or  (voyes  pug.  73) 

»«.=M«»0'»  +  r,  +  •+ r.)  H-      1       +  r,  + . .  .+y-))i 

donc   m»  =  0  pour  n  s  00. 

.  /'«y.  9i.  U  faut  se  rappeler  qné  (S + >  «m ^/  ^2  ces depuis  «=2fff 
—  |-  jnsqu'A  jr = 2^  ^  5,  mais  (S+S  ces&r)*  =s  ~  £  oos jr  depuis  «=Spff 

4-  |-  jusqu'à  a:  =2p.T  -f  . 

Pag,  9ë.   L'équation  (i)  donne  ' 

6'  =  -*i  Ù—li  ^,poura  =  oa 
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De  la  néme  nuaière  on  trouve 

(— )  * 
j^=-f^^%i-x)^d:c,  et  l^=(„+^+,)/VP(l--,>-rf,,  lonine  «=00. 

En  saliBtitaaBt  ces  valeurs  dans  PexpcessioD  de  C  ef-dessns,  os  «roive 
(Voyez  la  table  des  fautes  k  corriger.) 

Or 

/  V'(l-^)^'riar=^fl^),  et  /"^  flfl  )^^r—n\-^Wl-^)_  r(l-«).r(l-g)  . 

dose      c—  r(tt).r(t -a).r(?) -ro-p) .  „ 

donc  en  substituant  et  réduisant 

C=:  7r(cot(a3)  4.  cot(i^;ij|). 

L'éqaation    Z**^-   -y=  /"  »'«b. 

tiODt  en  mettant  dans  Të^stion  la  valeur  de  C  exprimée  en  intégrales  dé- 
finies; c^ese4-dire  en  nettsiit  cette  exprossion  de  C  au  lieu  de  ^(cot(r(:r) 
+  eot(/ftr)). 

Pcy.  98,   Si  l'on  dUTérentle  réqnation 

on  trosvers 

♦ 

donc  en  intégrant 
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diviMKt  eette  éqsilloa  pur  a{i-\-à^  ■eClut  pour  les  intégnles  leur  valean 
«D  y  et  ^  et  pour  r  u  valeer  en  x,  m  oMtead» 

*  a(l+a)(x+a)*+P 

Pt^  99,   En  iMitiptiant  Féqnatioii 
pu  0^(1 on  obtient 

en  reoMMuent  me  "^t^^")"  mhv  cette  vnlenr  de  «  ne  réduit  4  fnnité. 

La  détiuitiori  de  la  fonction  r{u)  est,  /'{«)—  /  z^~*^.p~*dz. 
Faisant  on  avra  r{!x)^tj^3i^^^«r*'d3c\  donc  en  écrivant  y  an  Uea 

de  «  et  divisant  par  2  oo  a 

/'i^.  fi/.  Lorsque  or  est  positif  od  a  <  dx\  donc  ea  intégrant  de- 
pois  ar  =  0» 

c^est-A-dire  leg(lH-^)  <  ^  pour  tente  vnlmr  positive  de  x 

Pt^,  iii,   La  vaievr  de  ipx^  se  Ironve  par  le  procédé  employé  pag. 

411  et  snïv.  ponr  trouver  la  valeur  de  v.   Voyei  Cmusl^  concs  d'Analyse  de 

réoole  royale  polyteeliniqne  pag.  71. 

Pvg*  iM,   On  peut  tonjonrs  trouver  une  racine  «t  de  FéqnatiOB  «h — 1^0 

telle  que  toutes  les  racines  de  cette  équation  puissent  être  représentées  par 

K,  a*  a*, . . .  n^-^.    Voyez  Lagrmig9  Traité- de  la  réoolotioa  des  équations  nv- 

nériques,  Note  XUI.  pag.  2il>. 

Fitg.  i»6.    Ayant     =  coe  —  ^  Y—  1  .sin        on  a  api^  =  a**-* 

=  CM  +       l.sfn  =-co«  *L— l.sin  Doncen 

Ti  iMii  lies  «'quations  (.">.>),  si  /;j  =  £r  +  <f^^ — 1,  on  aura  »,fc_i=c— rf^ — ^• 
On  en  conclut  d  a|)rès  (40) 
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donc 


a^,  =  V' Vi-l^^i  =  y"ic  +  d\^—  1).  V'ic—d]^- 1), 


a'^i  =  o^-ii  et  rt}î_,  =  a**  =  .v^. 

Pa^r.  136.    L'équation  (70)  se  troave  comme  il  suit 
Lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif,  ou  a  r.  . 

2"-'.(co8  j:)"=co8  nj:-\-n.cos{n-2)x-\-        .  cos(/i— 4)a:+  co8(«— 6)jr-f-...  (a) 

„(«-l)(»-2)...(i^) 

où  le  dernier  terme  est  ;  .cosx,  lorsque  n  est  impair, 

1.2.1...(i^) 

et    4  >  lorsque  ti  est  pair. 

En  mettant  mx  au  lieu  de  x  et  désignant  par  ^^coK(»t;)"  la  somme  de  toutes 

I 

les  valeurs  de  (ros(»t:))'*  qu'on  obtient  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  1  jusqu'à  //,  on  aura 

£-' Jcos  mx)''=£jos  mnx-\-n2:jcos  m(n—2)x-{-  "^^^^^jos  îw(/i-4)r4-...(*) 
Or 

m 

cos  nu 


f.  ain(m4-A)i  —  «in  la 

2»in 


Faisant  ici  2  =       ,  k  et  fi  étant  des  entiers,  on  aura 

2é  COS  m .  =  0. 

i"         1^  . 

Donc  en  vertu  de  l'équation  {b)  en  y  faisant  x  =  ~,  lorsque  n  est  un  nombre 
impair  =  2//-j-l, 

i,(cosm.^)"^'=:0;  (c) 
et  lorsque  n  est  un  nombre  pair  =2/iy  ' 


$ 
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SttU  «s-^  et 


(x  —  cosa)  {x  —  cos2a)  {x  —  cos  Sa) .{x  — co8/m)l 

Cela  posé,  on  sait  <|u'eu  désif^naut  la  somme  dt-s  racines  de  cette  équatioa  pai" 
S^ ,  la  somme  de  leur  carrés  par  S^,  la  somme  de  leur  iroii»ièmes  puissances 
qar  «S',  etc.  on  a 

Ba  vertu  des  éi|iiaUoM  (c)  et  (<0  on  a 

A«^n— 0  ^  1  .2.S...P  ^ 

donc  iSj  =  0,  S,  =  0,  A,  =  û  etc. 

=  è/^,  '^4  =  h/^»      =  A"'      =  /îV  ■ 
Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  éqnatiou:^  (f)  donnent 

et  en  substituant  ees  v«le«x«  iIttfS  réqualion  (e),  os  d»tient  FéqDltion  (70)  de 
rantenr. 

Pê§,  iS7,   Si  dans  l'équatioii  l^eoe  jrz=s  .'"^"j^^^^'^''"^'  od  pose 


x  =  .^E-  k  étant  le  entier,  on  «are 


Sic 

En  comparant  c«tte  équation  à  l'équation  (b),  après  y  avoir  fait  «s— — ou 
en  conclut,  lorsque  p  est  impair 
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c'est^i-dire 


Lorsque  j»  est 


etae  là 

{oMm.^Vrs    ,      ^      —A.  (h) 

81  dans  cette  éfnaUon  on  fait  woeMttivcinent  p  =  2,  ^  ^  ft  etiv,  on*«in 

■?.(•"-•  s?ïr=î-TV 

f.("=«''"'-^.)'=a-«- 

•te. 

Sott  maintenant 

+         + J,*-^4..1^4....  =  0  (î) 

riqnalion  dont  ks  ncâaes  sont  cos  cos         . .  .cos        on  trouvera 

^  2«-fi'       l»+r  iii+l* 

aisément  par  ce  qui  précède 

et  w  onbotUnant  ceo  valearo  daan  réqoation  (I)»  on  obtiendra  réqnatlon  (72^  de 
rantevr. 

i'IP.  Des  équations  (19)  et  (20)  on  voit  ^énimt  que 
9(flM«  ±  «)  =  ±  (—  !)•.  v«, 
-  9(nv<  ±a)  «  ±  (— 
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donc  ta  mettant  ntsi  -f"  ^  *  ^i™"  ^  prentèra  éqnalioii  a 

f  (mu^t »0t±«)=sdb( —  l)".Ç'(woi-f-  o)  =  ^  ( —  1)"*+".  çia. 
Pag.  iSi,   La  valeur  »=— ff  +  (2m+l)»  +        IM  q«i  satisfait 

à  l'équation  (F  (-~^)  =     rend  f(±^)z=  ^  et  ^(^)  =       donc  elle 

représente  la  valeer  de  ip*t—tfa  sons  la  forme        Or  la  valeur  de  eette 

liraction  u'eat  pas  égale  k  séro,  mais  h-^Sipa. 

P^,  §64.  Ed  vertu  de  l'é^natieB  (SS^  1)*A> 

"  »=^G^.+^+ll)=<-»Ki^+^=^-  +  sir  -) 

=  (■~"*)"/*^^+  ®*)  ®°  écrivant  «i  pour  2w-f  (^«-fljp. 

Pag,  169.    5_v'(»«)=V(— «)H-V(— w+l)+V(— w+2)4-.-.4-«f'(-«+*^i) 

-a 

^.^(_,;4-/)^,  (_„4.A-|-i)+^.-j-v(_i)4.y(0H-y(i)+..4-v'(— 

V 

Or  on  voit  imatédiateneat  qae  la  sonnie  de  cea  troia  équations  eut  la  «léaie 
chose  que 

i?^v(«+*)=v<— «+*)+f(-^«+i+*)+-H-v(-i) 

-n 

+  if(0)  +  v(l)H-  ..+  t^<-l+A:)  +  V'(*)  +  V(*H-l)  +  -.+  V(*+ii). 

(i  -\  ^^ipi — j  étant  identique  avec  Texpres- 

slon  (M)  9>((— l)-+H./ir+-:!^^)  lorsqu'on  fait  m=U  et  /f=2ft',  il  est 
elair  que  la  première  expression  est  une  neine  de  l'équation  (i{^n-\-\.\i 
=         quelle  «jue  soit  la  valeur  entière  de  k  et  de  k'.   Doue  pour  taire  voir 

qpie  9     Hh  ^àb^^  °0  **^P'''™^  ™^  racine  quelcraque  de  cette  équation»  il 

suffit  de  démontrer  que  tontea  les  valeurs  de  cette  expression  qu'on  obtient  en 
donnant  à  dr  et  à  iC  toute  valeor  entière  depuis  -^n  jnsqu'è  -{-n  sont  dilféreu- 
Ces  entre  elles.   En  elTet  dans  le  cas  eontraire  on  aurait 
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duu  ■ 

et  de  là 

(__l)-+»i  =  l 

2*  =2; -{- (£tt  +  l)î«, 

2*' —  2/'+ (2«+ 1)//, 
donc  2(A- — /)  =  (2«-|- 1);h;  donc  ?h  doit  rtre  un  nombre  pair.    Or  k  et  /  étant 
fompris  entre  les  liiuites  — ?/  et  -j-//,  la  pins  grande  valeur  numérique  de 
2{k — l)  est  4;/;  mais  m  éUini  un  aouibrc  pair,  la  plus  petite  valeur  uuDiérique 
de  m{in-\-l)  =  t(k — I)  est  4nH-2,  ce  qui  est  absarde.   Donc  etc; 

Paff.  £75.    On  voit  par  l'équation  (68)  que  l'équation  (80)  est  du  degré 

2»  4-  1. 

Puf,  174.   fMt  pour  Mgev'f^(C^^y(C^'-'B^))^P^  en  « 


(2«+ i)<p  (/*  +  ~V)  =  ^/  +  I^Vm"^  (^ix  +  l/cqi-^il'^)). 

Pojr.  185.  Si  a.  —  il  faut  que  —  1  oti  «"  t^-f-l  et  par  i<aitt> 
que  a*f'*-iA> — 1  soit  divisible  par  2«-^l,  Or  »i<«-j  /i<n.  donc  w  —  /'<«; 
donc  2(/H  —  f')<  2«.    On  eo  conclut  que  — 1  n  est  pas  divisible  par 

in-^i,  en  rt  iii  tnpianf  que  (c  est  une  raciue  primitive  du  nombre  2ii-^U  Donc 
il  est  tnipusiiiblc  que  a^  =  a^. 
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On  a                   ^         ^  entier,  doQC 
•    («*-t-l)(ei''— 1)  É, 

SmI  *^ 

Or  «  tac  ow  ndne  pvinitiTO  Ai  aoiilin  f»+l,  a»—!  oTeit  pM  diftalUe 
par  fii'f'^i  U  '*"^  ^'o''*^  V* 

SUD  entier  ssiLs 

1^»*= y    4-  e       + e«v'(«'0 + • . .  4-  vV^"'*) + — +  9>*(«"-*«)- 

Btt  Mitant  id      an  lien  de    fl  vient 

ç*(a-*) + ft»9Va-H-»*)  4-  Ô**^^(„-H^%)  + . . .  +  .  9)*(a-»)e) 

-f  6'— 'V(*)+S- — ^'^*.9*(««)H-...ss  e— en  renurpaat  qae  ft"=l 

et  y'(rtH-,)  r=  v*('<-,). 

iBS.    On  a  en  général 

i«x(«)«x(0)  +  i.;^(»)^-i.zH«>  («) 

-0  1  1 

Faisant       ■=  on  aira 

Vl»,  /*)  =  V(0,  /')  +  £Mm,  fi)  +  i; 

Donc 

-n*^  -■  -n  -n  i 

£n  pOHant  gttccessivenieiil  daus  l'équaliou  (a) 

1.  ;((/!)  =  v^(0,/i), 

2.  it(fi)=i'«W«,/')+v<— 


i  v(o,  /i)  =  1/^(0, 0)  4-         i")  4-  ^0,  — fl)), 

Snbntitaant  dau  réfutign      on  trouvera 

!»4 
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(y) 


■ettut  dans  eette  é^ation  log  ■\i.  {m,  /<)  à  la  place  de  V'(»>  /u)»  et  rentrant 
«BMlte  des  logarithnes  anx  ttombres,  on  aani 

n      n  II  n 

Ji  i/.Y(j»^)=: V(0,0) . IIMO^) ' ^(0, — . JI.V(««,0). v(— «,0) 

•  n      n  n      «  ' 

X n  Uj\im,fi) . Vi—m,—ti),njJ^^im,—fi).^p{—m^) 
Si  dans  réqnatioii  (,)  on  &it  f  («v')=(— l)-^.^  (^î  +  -^/f'),  on  foitai- 
sèment  que  ^  =  9(!^±I1^  pour  ^=|.4.J|t. 
Po^.  ftfj?.   Voyez  les  étiaatioQs  (22)  et  (16). 

Z'ff».  L'équation  (15)  donne  9(g+«)'9(g-«)         v  9«<t/ 

Sldansréipia*ion(l»)9(«-  ^-).9(a  +  °')=_±,  on  met  «  +  | 

an  lien  de  «c,  on  en  tirera  l-|-«Vç>*a.çiV=l  

donc 

Si  dans  réqoation  (16)  6. =  -j_        au  lieu  de  y«  et  /^u  ou  met 

leur  valeurs  en  /a,  on  eu  tirera 

•-5/-(«^t)' 

et  dA  là 

V  «asp 
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En  mettant  cette  valeur  de  ç'a,  et  1  — au  lieu  de  c'çV»  dans  i  é^piatiOB  (14) 


Si  dans  It  denfère  .des  éfnlioin  (18)  oo  «et  «  +  ^  à  U  plaee  de  «,  on 

aura  /*  -l"  ^  T  '  ^'^'^  ^  éqoatioo  on  peut 
diasser     de  l'équatioB  d-denus  par  oà  am  obtiendra 

Oo  trouvera  do  plno 


F* 

=   ;  

En  substituant  ces  valeurs  de  F*a  et  ^*u,  et  mettant  ^  pour  çiV  dans 
l'éqoatioii  (14) 

n  viendra 


En  éliminant  j  de  cette  éqoatkw     do  «celle-ci 


S4 
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OB  «MtenArt  la  dendère  éqmtion  de  la  page  191. 
Pag,  i94.  Le»  formules  de  la  page  195 


f.  9^ 

V2  »  »^  ç'(ï^i-eJ 


I  Ç*P 

/tf  =  0,  OD  aura 


i  =  («»  +  1X-  '       ■  4.    *  V»»ti-^  »>> 

XJ7— J  ii_KL^ 
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1  A«       '  Vy^^ïiT+î"/ 


a  n 


VY"''  2n  +  l   /  '  Vy^'T'''    2a  +  l  / 

En  divisant  l'avant-derniere  de  ces  équations  par  ta  dernirrc,  un  obtiendra 

l'expression  de  la  foactioo  f{2n-\-i)§.  Par  un  prot^dé  tout  semblable 
on  trouve  l  expression  de  F(2n-|-Î)/Î. 

Pag.  i9ii.  L  equatiuu  (18)  donne 

donc 

(aj^»it*+jioA__      I  1  ^      t  1  

ln+l   /  ïë*     /a+wiu+uioi    û     ôÂ"""     3»'  /a-{«-»i+|)»-(«1»-+4)«»»V 

*k-âïîï  ï^ï;   STi  ^/ 

/tt~ina-;ig.-\  i  1  

V      2ii4>].       /  «0       /g  -f  («-m+|)o  («-tfc-4)°"'\ 

/  g — iwo4-ttoi\  ^   i   1  

\     in+l     )     ,  M»  *  /"a-K»— wn^)t>— («— ti.-«-4)oi  \  ' 

♦v  ^\  ) 

De  oes  équatim»  ou  tire 


m.   Lorsque  «z^i^^H      •  °  =yiV(l-B»^)a+*'*»)' 


✓(1— e»*»)(l+*«j^)' 
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fm  TCiiMnqpunt  qne  la  constaate-  arbitraire  dae  à  llatégratloa  m  rédalt  à  léia^ 
pniaiiBe  tt  a'évanoatt  en  même  tempe  «pte  »,   On  tire  de  là 

i>uuc  iai&aut  x  converger  vers  zéro 

—  =  -f^  =  l  ponr  âîssO. 

Cda  pOB^  ea  roaanpiaBt  quit  .f( — tt)sB  —  U  eat  dair  qne  le  développe- 
ment de  f «  saivant  lea  pniaaances  de  a  oe  peut  eentenir  fae  lea  pviaaanoeB 
iaiptifea  de  «.  I>«ne 

et  paieeqne  ^  =  1  pour  ass0^onaa=l;  done 

fw=  a  +      +  c«* 

donc 

^        «  I 

\2ji+Ï/  ,    2«  +  l      (2/(+ 1)'' 

où  ^convergera  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m. 


Paff.  198.    Si         n'a  pas  séro  pour  limite,  il  s'en  anit  que  =5 

"^^'j^  aura  ponr  limite  une  quantité  différente,  de  zéro,  quelle  qne  soit  la 
nlenr  da  ^. 

Pag.  200.    En  posant 
0(„)  „     -|_  1  )  ^_  6(„ + 2) — e(/i  +  3)  -I- .  ..=  B^n)  +  ^,0'(»)  -h  /Î^Ô'Cw)  -f  •  •  • 

où        =  ^^J^ ,  $•(«)—  etc^  on  aura  en  mettant  7i-\-l  au  lieu  de  /i, 

Q(„  -|_  î  )  _  f)(„  -f  2)  ^  o(n  +  3) — . .  .=iï»(ii  +  1)  +^,0'(«-f  ... 

donc  eu  ajoutant  uiombre  si  monibro 

0(«)=/^(û(n)4-H/e4-l))+^i(^X»)  +  «'(«4-l))H-^.(n»)+n»+ 
Or 

e(»+i)=ô(«)-j-Q'(«)+i<i'(«)4-  s  î  ,ô"(")4--»  ô'(«+i)=<''(")4-^'(«)+2Ô'(«)+-»etc- 
On  tire  de  U  en  8^»stituant  et  réduisant 
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Oa  «D  conclut  2J5  — 1,  ilonc  ^ 

^?-f.g^jr=0,    doue  /?,  =  —  |, 

^iS-f-Z^,  +  2iy,  =  0,  donc  li^=0,  etc. 
donc    0(«)  —  H»+ 1)+0(«  +  2)— ...=iO(«)  — iO'C/O+i'tî^W  +  •  •  • 
Po^.  i05.   Uanteor  dit  que  la  limite  de  la  quantité 

ett  ^le  à  «éra,  et  qn'oa  aun  par  suite 

+iim(—i)"i.i  (-ir.it'i(»—«^  , 

Or  le  preoiier  éaOBCé  a'est  pas  juste,  et  par  oooaéqneiift  al  le  aecoad  aoa  plw} 
HialB  la  fente  résultant  du  premier,  est  détraite  par  celle  du  seconde,  de  série 
qne  le  résulta^  c'enl-i-dire  réqaation  (160)  se  treitve  jnste.  CTest  ee  que 
nona  allons  toIt. 

Considérons  d'abord  la  quantité 

Soit  pour  abréger     -  —  /     \  =  ^» 

OD  a 

(-1)"  V  /_ix.Jî  —  +      —     +  •  •  +  (-  ) 

Soit  »  le  plus  graud  nombre  entier  compris  dans        on  aura 
—  y/.  +  i?,  —    + • .  •  +  (— 1  )*^. = rR, 
on  A  est  eue  quantité  finie. 

Si  m  surpasse        il  est  efadv  fw  Ji^—it^i  est  de  la  Ibme  v.»  / >» 
ayant  pour  limite  aéro.   Oa  tire  de  là 
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ou  ^  9  ""^^  ou  =  selon  que  » — p  est  pair  ou  impair;  daM  le 

^mier  cas  on  a  B^ssO  et  dans  le  seeond  B^U 

Donc 

1^  — (-ir«,)=±t-«"  (^slr-) 

fcîÇi.(-i)-«.  =  (-i)"(^±iï^) 

dont  la  limite  est  évidemment  zéro. 

Aa  contraire  la  limite  de  la  quantité 

n*eBt  pas  zéro,  mais  une  qnutifé  Inle  indépendante  db     et  esHpflie  entre  len 

limites  1  et  i-- 

En  effet  soit  peor  tbiéger  f(^)^f(^^)  ^B^, 

on  n 

Or  on  voit  aisément  que*  eette  éfsatlen  peut  dire  mtoe  sens  la  ferme 

oà  est  nne  quantité  Ihiie  ponr  tonte  valeur  de  fi  ainsi  que  sa  linlto  peur 
des  valeurs  toujours  croissantes  de  n.    On  aura  donc 

(-n-  V  n  _(-n*  çf{  «       ffj^^'  \  _  _!  p  1 . 

Blalntenant  /(^)  est  compris  entre  Ses  lîmlfes  1  et     donc  i!^tf(-^y 

est  eumpris  entre  le»  limites  iin  et  2n.—.    La  quantité  P^,  etuut  âuie>  oa  u 

X P^^nP,  oH  jP  est  fini:  donc    ^  A'  Pu^=.  —      dont  In  «Mite 

est  séto.    Os  voit  par  lù  que 


Digitized  by  Google 


4». 

-fcifi,«,=(_l)..^.C 

OÙ  C  est  uQe  quaatité  moyeime  entre  les  iiuiite»  1  et  Doac  eu  faiiiaat  n 
croitre  à  rjnfiii 

quantité  ind^wBdaule  de     comme  bous  TaiviMM  dit  phu  kmt 

Venom  naliiteiiaiit  ft  b  détennlnaUos  de  la  limite  de  Ui  fonction 

i     l'*  0  o"* 


=i?S(-i)-.v(i»,/i). 


La  dmnièf»  de»  équationa  (18)  donne 


«  •*  •  " 


»  1 


et  rdqnatkni  {i%  f  (« d.  |1,  e»  j  mettant  <  —  à  la 

place  de  devient 


on  tire  de  là 


9        /  ti    ai  \ 
La  première  dee  éqiatieiia  (1^  donne 

donc 

9s  va  ^  2  / 

Le  prodoit  de  cea  deux  épations  donm^  aprèa  avoir  dfariaé  lea  denx 

"  :4.r=-i»(T+^-)'(î+f— > 

on  trouve  de  ph» 

â5 


.484 

Cette  é^fiÉdùa  donne  !■  valeor  de  /»). 
Soit  «a —  -    ;  ■  - — -,  on  aura 

donc 

OU  bien  en  ftisant  ponr  alnéger  -l^sit 
Mainteient  en  rananiaant  ^ 


^(iMT)~^"*~^+i)**  - 


ou  ^  et  ^  sont  liais, 
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a  «t  dalr  fue  Jl.  peut  dtce  «is  low  h  ftnw 

*  ^  211+1  ' 

^  SÎT  =*+  SSKi*  ~  ^ 


Oatbe  delà 

D  B    Fik  +  l)        /l  1    \  , 


U+l 


nain  F*k — t^<f*k  —  1,  donc 

Fk      F{k-^[)  _  fk.çl  


Le  leerad  aenbre  de  cette  éqoatioe  cet  de  It  feme  . 

Ott  ceeelot  de  là 
Cette  éqoatteB  a  lieu»  Mit  fw  le  MttHe  de  kss  leitteleei 


le  denier  caa  cw  a 
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Or  on  trwwtn  abénent  qw  Itai  (J— .^&s— ^î^^-yl^.  Donc  diM  ton 
les  cas  la  ([aantité  R^- — Jim^i  cm  àc  la  lurme 

où      est  différent  de  zéro. 

€ela  pos^  oonsidérons  Vexgnwtim 

En  vertu  de  ce  ^ui  précède,  on  a 

où  A  est  égal  à  n  —  2  on  à  n — 3  selon  que  ?/  est  pair  ou  impair;  dans  le 
premier  cas  on  a  B  —  0  et  dans  le  second  £  =  /C-f  Dans  l'on  et  l'autre 
cas  on  aura 

^  K  +    +    + , . .  4.4.  +  5)=:  iî:g^=iiV. 

où      est  indépendaul  do  «. 
Donc 

-  "  '  (-^)"'  R  ^  1  4-  _^  - 

et  pur  «ntte 

ione  ùSÊÊot  n  erottro  à  HnCni» 

où  il*  est  indépendant  de  a.  « 
C'ettt-À-dire  l'expression 

i^i.  (-ir         1  •(«%  *«)) 

est  indépendante  de  n.  ' 

£b  Rangeant  le  signe  de  i,  on  voit  de  même  que  la  quantité 

est  indépendante  de  a. 
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Om  COMdot  ét  là  ipM        -     ■   ■      . n*M  m» 

JE'  étant  indéprnfînnt  dp  rr.  '  *  *   "  . 

Ea  vertu  de  ce  (^ui  précvde,  ia  ilernU  re  cquatiou  <^Çti^iP^if^^  ^fiP^^.M' 

Bb  nbstHwwt  ielIeB  vileon'de  et  e^(m,//)  «t  «n  fUolimtf-^^Mi»  f, 

mut  as      on  tfoinreni±<7+ JT»  0^  «e  qui  '  "  ' 


tion  (Itil)  de  la  page 
Pag.  204.  Vé 
gmt  a,  e,  0»,  o,  f(<(i)  respediveDent  ea  o»,  Fu» 


■'^r    civil.'!'  Il     -T'iw'/    .mVu^\v\  .v-»yuV     .^A^S.  .^''^''l 


a 

+ 


(2/1    I )»"  ~  ^  (2w+l  )  '   

Pag.  2Ù9.    Ayant  i^ô  (^)  =  (fH.rr.+:i^^^^^  ...I 


on  en  tire 


Soit  -!=-  =  ar,  on  *  '  ■ 


aura 


I 
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ou  bien 

1  i»('4)-»<-' 

donc  en  fiiisant  n  infiai 

♦  '  ^ 

et  «ai  iitégnit 

liml2K^=yi(*)d^ 

n  n 

1*1^.  2iÈ.    Il  faut  ICI  se  rappeler  que  il       — m)  =  21  ^ii{m — 1),  donc 

rriî  ji  ,  \=nnii  î!L__| 

Voyez  Cauchy  Cours  d'analyse  de  Técole  royale  polytedl- 
ni^  pag.  568  et  57a 


2i7,    On  «  (Toyei  pi^;;  574  de  l'onvnge  cité  eirdewiui  de  M, 

Per  cette  formule  il  est  clair  «j[u  ou  aura 


■I 


9k         est  déterminé  par  Téquation 


,^  «  AlmiM^  penr  1  +  .-J^^  =0,- 
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«r  cette  velMr  à»         est  de  la  fome  |;  dose 

2  — ^— 

M  ton  Un  va  tMiuaA  ' 

^'•^+«  —  {u.+  l)z  ' 
donc  eu  sulMStUiiant  cette  valeur  dans  l'éqiiatiua  ci-desstu»,  oa  obtient 

m.  En  nnaxfOAttt  qne         ^  =  -S".  ^ — on  voit  «lié- 

nent  q[u'oa  poonta  aoni  mettre  k  valeur  de  y  sous  la  forme  anivaiite 


Poy.  ff J  Tout  aomlire  premier  de  la  forme         eataae  somme  de 

cairés.    Voyez  Legmire  théorie  des  nombre  pag.  60  ou  pag.  178. 
J*fly,  228.    Oa  volt  que  «  est  uno  fonction  rationnelle  de  9  et  y —  1, 
en  se  rappelant  que  les  coefiRclens  de  Téquation  R  =  0  soat  de  la  fonne 
^_|-  ny — 1,  où  A  et  fi  sont  des  nombres  rationnels. 

Pag,  M9.    U  faut  observer  qae  les  nonibres  n^,  n^,.-.n^  doivent  étrt* 

difféteata  entn  eux,  car  ai  p.  ex.  n^^n,,  oa  aniatt        + = 

Doue  la  valeur  de  la  fonctioa  y  (■^)      P*"*  P»**  •^'^t'  exprimée  par  des  raci- 

■ea  carrées,  ai  »  coatteot  oa  laetear  de  la  forme  (1-^^»"  /»  P  pl"« 
que  ranité. 

m.  La  valeur  de       peur  a  =  0  ae  tire  de  i'éfnafioa  (SS35^ 
Pag.  Hôii.   On  a  Cj=±  J-rr-  et  y=*^»*»  done^,ty=    'f^  . 

l±»i«^— ^  ^*  maintenant  dans  l'équation  (257)  on  fait  «  =  -y 

on  aura 
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eo  remarquant  qu'en  vertu  de  (230)  ou  a  ?'(^+(2»— »»•)«)  =^^-(«'+l)«)» 
fw  J(y.)  =  Donc 


et.  en  cliaugeaut  le  sigoe  de  i 


Poff.  236.    Les  équations  (238)  et  et  24o)  dooneot 

«■=('-|ï)»=»-^('-^X»-^)--0-^> 

dows  en  rmuo^iiant  que  ^  est  sealement  dn  ètffé  in,  <w  voit  fiu»  le  oeelli- 
deiit  de  ^^^^  àum  cette  expreesioB  de  it.eit 

(y)    K    V»  (  ï  )  =  ±     ~  ^ 

Pag,  239,   L'équation  (273)  se  ikv.  le  («272)  et  (268). 

Pa0,  940,  L'amenr  dit  qne  |/(i^)e»tpoellifp«eBqi!e«,  estréel» 
mais  il  me  semble  que  «j  pourrait  être  réel  quand  mc^rae  la  quantité  ^ 
eerait  aégttlve»  car  ce  TCrtu  de  (240)  en  a  «i=±  e  ]/(-^~^)' 
penrquoi  ®*t  toujours  positif  c'est  que  y  est  égal  ft  «éro  en  nèBM 

tCMps  que  ar,  qne  V(i— x')  et  V{\—y^)  sont  tous  deux  positifs  lorsque  x  • 
et  y  sont  très  petits,  et  cn6n  que  y  (le\  ient  é^al  à  Tunité  en  même  temps  que 
».    £n  effet  l'équation  (271)  donne  pour  .r  =  1 

Or  1 — f*iix=/^*B(  et  l+«*9)*«  =  iF*cs  donc 


Digitized  by  Google 


441 


de  plus  ^  =     (a  +  ^)  =  9>  (a-J-^),  c  étaat  =1,  doBC 

*=/.»'a+^)-»-a+^)--'-a+^). 

Or  il  eM  flicUe  4e       {ne  cette  liMlioo  e«t  égale  à  l'nniié,  ei  leiui- 

voit  qu'en  tlonriarn  .1  toutes  les  viileurs  euticres  depuis  1  jusqu  a  «,  les  fac- 
tears  du  uumérat'  ur  seront  les»  aiémes  que  ceiut  du  dénonioateur,  mais  dans 
l'ordre  inverse.    Doue  x—1  donne  ^  =  1. 

Pag,  Mi.   En  fritaat  dana  Téquation  (871)  »^y(^^^^^)et  ayaat 

égard  à  la  valeur  de  /;  on  voit  que  cette  Ttlevr  de  *  dôme  y  —  { —  1)".  En 

effet,  soit  pour  abréger  -^-r  =     on  a 

=ç((2^+l)|).^((2^-l)i>d«.« 

or  y(£»+l)|  =  ç|-  =  l,et|/e.r=éM*.(y|.y^,..ç(to_l)|): 
donc  3f«s(— ly. 

Sniranft  la  déiiaition  de  la  fonction  9«  on  a 

56 
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0  /[(l  +e*i*»)3        ^  o  /[(l— JF») (l +e«*«)]  »       1(211+1)  ' 


e>  fenarqnant  qpie 

y^'#r)*P=— lorsque  ^(~.ji)=_i|i(4% 
L*ex|»r«ssion  de  y  (280)  s'obHent  »  «UniDuit  f  de  (271)  et  (272),  et  eo 

mettant  eunoite  pour  «.( — 1)"  sa  valeur  {tn-\-l). 

D«aB  le  eas  as=^^  ré^ttioB.  (263)  donnera  en  y  faisant  é=e|Sl' 
et:f:(— l)»  =  lî 

i=^..[,  (f  +     .  „  (  ™: + 2 .  ^;:) . . . ,  (|L + „ .  g^)]' 

Soit  m.2/i  =  (2n-^l)<2l:''>o      test  entier,  et  a.  entier  positif  et  moindre  qve 


-^^V     2«+l  2/ 
On  peut  donc  écrire  la  valeur  de  —  comme  suit: 

Pfly.  54«.    Oq  a  , 

enre«aiv«t  veiF(«.^)«»Of<+êfr)=±K-S^^  '•"^ 
«.S^s(Sii4.1)C^a..  Or 


donc 

(-!)■ 


4fi  SSS  ■    >  -  ;  . 
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P0g,  SUS.    hk  imnière  des  é^Oons  (264)  donne 

donc  en  substituant  ht  valeur  de  e", 

Lorsque  i»  «  —  0  donse  «s=Q  et  y  =0,  jet  «  =  -5-  dow»« 

«s  ^""^  et,  es  fsisttst  poor  abréger        s  a, 

y  — (t-.çta)(i^^i«a)...(i-.ç««ai)  » 


donc 


1  1  1 


ç.(-;-+«).ç'(;^2«)...9'(y^-) 

ei  snbsâHnBt  h  valeur  de  ^  et  ayant  égard  à  la  fonnale 

Pag,  m.  L'esynsslen  de  i-  se  tire  de  (248). 

Lorsque  «  =         et  m  =  —  1,  on  a  «  =  —  j^hT' 

,  + a)  = ,  G^-,» .    .(^  +  -<.)=- ï,,;;  ^> 

etc. 

Pr^.         Si  l'mi  fait  daas  l'équation  (2K7)  <?  =s:l  et       — F,  en  a 
(_^)-.(ç)a.92«...y»«)».ç«.f(«+«).Ç(*+*«)'"9(«+*»)l  (a) 


56 
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et  par  «oite 

Ëa  faisant  uiaiotemant  «s— 1— ^,  ou  aura 

ç)  ^«  -|-  — ^(y)  = — 1  lorsque  n  est  inpair 

ef   9>(e  «)s  1  lorsque  »  est  pair.  Om  (be  4e  là 

.  9(<  -f-  «)  •  ^(e  +  2«)  . . .  çî(6  +  2««)  =  \ 

Donc  si  Foi  Ait  tp  (^^-   |)  =:BiD«fK),  on  tirera  des  équations      (b)  ct(c) 

( — ^A*)».(8iii(|».8inO-. . .  8inO'«->)*.(8in6'.sin9" . . .  sin  9 

Si  l'on  fait  ensuite  «  =_J_..  ^^^^J^,  en  se  rappelant  que 

Mil  l     M  m 

*^(-+ï+x)='«»(— f-  t) = ; =*-^  (ï+T  —> 

«M»  *.^H-i..)=*.»(Hf-T^-ï)--7lÈ=r-5V' 

Ar.9     -f-  ^    ^  lorsqve  »  est  Impair 

et  k,9(ê  +        a)=s— 1  lon^M  »  est  pair. 

^'Wi'i/  VtiH-i't)      *v*w-i'»/  ' 
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Doue  o«  ttren  des  éqoatiou  (a)^  (bX  (t(  et  (f): 

*       '    (iiin4.«in0*...iin  9  <*■-*))•        ^  , 

Donc  l'iilentité  des  deux  expressions  de  //,  rrlln  de:  3/r.  Jacoin  et  celle  de  - 
r-jMteitr  f  st  démoutrée.    Si  Tou  divise  l'équatioa  (d)  memlire  à  membre  par  Té- 
qualion  (g),  il  vieodra 

l^iamV  ainft-      njapr^.y  _      «in6^->ii.6'"  +  ...qFdii>(«-')  ±è  

«".(«10»  .ttUl9-...BIA9      r  —  i,;^^^ + . . . T wieeK»-»; ±4  . 

En  mdtlpliaBt  cette  éqettUm  de  pwrt  et  d'eutre  par     te  anra  régaUté  'dea 
devz  expreasieui  de  A* 

Fag.  sas.    Dana  l'éi|aatioa 


Jj[--(ll  -  =5^  et  les  eeeCidens  de  « 


•ett  peur  abréger 

le  radical  du  premier  membre  suivant  leur  ordre  k,  k>y  L,      on  aura 
ui^l— c***)(l— ««x')  =  a\l-^kx){\-\-k'x){\-\-lx){X-\-l'x). 

Soit  de  phiB  pour  abréger 

«v*«  » 

on  aura 

On  tire  de  cette  éq^uatiou 
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.  CO  =  A^ 

Bo  éliiiiiiitiit  il»  dM  é^oafioM  :=0  et  TO+BC^assO^  ob  oMefet 

J5(C»— C)  =  0;  (r) 

Soit  d'abord  J9=:0=^,  od  aort 

Ces  dem  équatimo  donnent  en  renanpnot  qae    «e  doit  pw  ètn»  égal  i  e^, 

9j^=s0  etjf'ssa 
On  en  eoMla^  o«i^  =  Oet^  =  0' 

ou  ^  =  0  et  f  =  0, 
car    et  f  ne  penveat  pas  être  égaax  à  aéro  à  la  loia»  ai  ^  et      pniaque  eea 

Tllears  rendraient  y  mnstnTit 

a)  g^O  etZ-'^Odoaae  6=-^^  O^^^,  ^^^f 
doue 

d*oji  l'on  tire 

oac;=.il«te;  =  ^. 

-  b)  47'  =  0  et  f=  0  donne  les  aiéaiea  vatettra  pour  et  e*  que  dam  le  caa 
précédée^  et  pour  y  celle-ci 

Si  A  est  diflëreat  de  aéro,  on  aura  O^C  et  ll>s=  —  B,  e*eal4-dire 

»ï  _  p2  „ 
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En  éliminaat  gwccessivement  r*  et  t'*  de  ces  équations  et  remarquant  que 

 fiff  ne  peut  pas  être  égal  à  zéro  par  ce  que  cela  rendrait  y  constant, 

on  obtiendra  f 

La  somme  de  ces  équations  donne 

fff-\-rff'-C  =  Oy  (H) 
et  en  retranelnnt  (£)  de  (i;)  et  fenarqumt  que  il  est  différent  de  aère,  m  aiura 

Lee  deaz  denières  éqnatlona  donnent 

Svbalitttant  ces  valeura  dans  les  équations  (a)  on  aura 


d'ojk  l'im  Urt  en  ajonlant  et  réduisant 

S/*  =  eyj\  donc  ir*  =  ±  e.c.r-  (/') 
Maintenant  les  éi|nationB      donnent,  lorsque  B  est  différent  de  zéro: 

ou/?  =  i{c4-r)  et  alors  6'=  fé»»! 

ou  /?==-{- (r  —  e)  et  alors  C      —  ce) 
Supposons  <1  abord     7/ -  r  +  t,       =  V^c«,  subsUtuons  ces  valeurs  dawi 
(À)  et  pour  ^  la  valeur  e^c^p,  uou&  en  tirerons 

Faisant  maintenant  (j^^ii^Vc,  =  — ,  on  aura 
Des  éfnationa  (s)  et  (/»)  on  «ice 
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Or  les  équation»  (t)  dcanent    — -îllfL;  doue  m  travmt 
*^  •         ff"— • 

En  substituaat  daas  i  équation 


les  valeon  de  f',  g'  et  g,  et  réduisant  un  aura 

Les  équation  (x)^  (A)»  (p)  et  montreot  qu'on  peut  prendre  les  qmntMéo 
e,  e,  ye  uwtt  qnel  t&gt»  qo*on  Tondro.  Bn  rennrqnant  qne  les  q  qau- 
titds  f,  f,  ^,  9,  «A,  «1  ne  dnivent  nattoTnire  qa'ft  5  éqnntionn  (/fl),  on  pcnl  len 
faire  dépendra  d'une  quantité  tndétomtlnëe  m. 

Poff  26i.  L'équatUm  (28)  a  lien  mm  MNdement  pour  une  valear  quel- 
conque de  0,  mais  aussi  pnnr  nne  valeur  qnelcmiqtte  de  d.(Voyes  l'équation 
(837)  pag.  252). 

Poff.  263.  En  vertu  de  (52)  on  a  1  —  c,y  =5  oà  P  est  me  fonction 
dn  degré  2n4-  If  on  anm  done  en  différentiaut 

or  ff  étant  du  degré  2»,  il  est  clair  que  est  dn  degré  4».    Que  cette 

fonction  est  divisible  par  f  et  <V  on  en  trouve  la  démonstration  pa^  23Sé 

Pey.  96^.    Lorsque  cr,  s  sn^f  '  ^        '^^'ê+T'^  ^  ^(H~") 
une  quelconque  des  quantités  ^(6+«,),  ^-i&^-wj  etc.  on  sait  que  /.(0  +  /<«)  sera 
égale  à  l'une  d'entre  elles.    Donc  si  «,  =  '^^i»  ^     "i~  "5^)  ^ 
ces  fonctions  pour  toute  valeur  entière  de  fi. 

La  valeur  de  h  se  dt'duit  de  la  premirre  des  équations  (i7),  La  valeur 
de     se  trouve  eu  divisant  la  1"  par  la  2**'  des  équations  (47)  et  renutfqnant 

qu'en  vertu  de  (1«)  et  (16)  on  a  ■  ^*    y  =  «^'^Ay  y- 
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L'équation  (41)  donne  ^ 

s*     -.rég.'  »  (i^-  y)  •  <^  ■  t)  •  •  •  <ï=f  •  ï)-».  "  • 

ifc  =  6.«*".iV%  donc  • 
(Xtt,  ,Xa,, . . .  À«.)* 

or  ft  =  (Xc^.iU^...  Ac^)F,  4ono  lonfie  ajs=^^, 

éono  «B  ■«biUtnantla  valeur  de  Jf  et  reBari|n«nt4|ne  A  (^^  -^'')=^(^[^  o*}> 
on  aura  rexiremioii^e  «. 

L'rapieaalon  de  ^  ae.Hoinw  en  anbafitanat  dans  (4S)  In  valeiir  de  Ug 
et  celle  de  Jk. 

P0§,  267,  ^1(1+")  ^  ACI+'^i)  qqdeon^éB  dee  fimctiooi  i 

oè  «  et  K|  sont  de  la  forme  //o)-}- /''»>'•  et  /«'  ctaot  des  nombreo  rationnels, 
on  sait  (Tiiéotèate  IV)  que  /(0-f-^i'<+^"i)  nombres  en- 

tiers qaclcoaqoee^  aera  de  m^me  l'aBO  d'entre  elioa.    Donc  a  étant  égal  i 

•iy^H*  ^^"i  ^8*1  ^  ^+      <Mi  en  eondn^  en  faioant  ifc^  =  1  et  A^=— 1, 

,  /    ,    3o   I   u'  '    u  +  (i>'  \  IV 
que  /  (^9  H — ï~   1 — ^  =  trouvera  necessaireoient  parmi 

ces  fonctions. 

A(e  H-i^)    ±      7  (voyes  18).  L'éqoatton  (Sâ)  ae  tire  de  (24)^  (2S)^  (86). 

aea.  On  obtiendra  l*éqnatton  (61)  en  bisant  dans  (S4)  et  (M) 

<=g'*'^^»  t^— ("^^)  et  en  concinant  comme  on  Ta  fbit  pour  obteÉ^  fes- 

.  pression  de  1  —  <^îy'- 
La  valeur  de  a  est 

or  /•=^=0,  donc  = 
m^  (voyez  (il))  ^c^sss-^  donc  0  =  -^* 

«7 
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Lors^'cm  fait  7^=0,  c,  =  c  =  l,  /ï  =      -\- on  trouvera 

,(-)=i+i.  i=*(i+i),  tau  *=^i(w,.as) 

dOBC 

^(Si^y  «A(iL-l)«±^  Ea  effet 

Faisait  do«s  i^^H^,  i$=^x(^)=s:t^  on  an» 

*\   1  /  l^à»s* 
et      aoite  0^  d'on  xr=±  J-B^/^  L'^il^v 

On  aura  par  consé^ucitt 

P4^.  On  a  ;i«=-.A(|+«)et;i(t+tt)+  Mfi  —  «)s=—  (M— «+«) 

— donc  — tp9ssq>9t  «t  par  conséquent  79=0. 

On  eait  qn*en  novmant  la  somme  des  racines  d'nne  équation  nlg^riqne 
dn  n»**  degri^  la  soaiaie  de  kun  carrés»  le  coeindent  de  jb**"*,  le 
eoellteient  dé        on  «ira 

donc  lorsque  S^^O, 

La  formule  (Gt>)  est  démontrée  dans  le  mémoire  suiyaot  pag.  279. 
'  Pag.  273,   Ea  laiaant  z=-  jJ^^  on  anm 

en  remarquant  que     =  1  —  c*. 

Pog.  276.    Lorsque  /O'  =     on  en  tire 

0'  =  (— l)i^i*'.OH-//c.)-|-,(/'(.^-f  o]'^'— 1),  c'est^dire 

0'  =  (  —  1     .  0  4-  +  u'ya-^-^'^Y — l'î 

donc  en  faisant  ^i-^-u'  —  m,  ft' ~  m\ 

«'  =  (—  1)-.  0 + mt')  -fm'o}/  —  1. 
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4ôl 

y o  vra-^-Xl ~"   Jt  v[(l-sr«Xl+«^*H  ✓[(l-f»Xl-NV)] 

c'est-à-dire  ^.^=:  ~.  ,         .  ' 

Z  2 

On  a  ^  ^/"^  — /"   «iftiBUt 

""■î  V[(x«-l)(l-c«T«)]  y[(I-,«)(I-A«,»)] 

«SE  Si  l'on  fiût  «  =  y  a  -^2%  on  trouvera 

<^«Bt4-dire 

En  mettant  —  au  lieu  de  a  dans  réqoaUon  (28)  et  réduisant  U 
Tiendra  MicceaalTeiaent: 

J«_  ^  f/^  1  +r"H-»  y^(|-r«'H-»)»-(;^^i*+i^-l)«>^-|, 

ce  qni  est  ré^tion  (3^  de  Fanteor  en  fataaat 

Pag.  28i.    L'équation  (56)  peut  s'écrire  ainsi: 
En  y  mettait  0  +      ^  h'ylace  de  «  on  aura 
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sn-i 


-I 


s  ■     •  ■  ■  ■  ♦  j 

on  aara  de  même 


oa  ea  ooaclut  '  "  .  ."(»-»  i-nn»?^^^^ 


M  qol  est  la  fonnole  (37). 

Va  laisaiàt  A9  =  x  on  aura 


4Ô3 

Cette  fimMite,  «i  wMrçiMrt  fi»  A  A  (-^--»).  «t,  ■!  <• 

wl  m  nonbro  falr,  qoeb  produit  AI.A(l-f^)...A(«-i-i^a>)  contiendra  le 
facteur  =  Vi^~Xs*)*  équatio.»  (43)  et 

Ptiff.  295.   Si  dans  réqoafloa  (S4)  on  fait  0  =  ^  on  aim  Asss:  1  et 

Ea  fertn  de  TéTiation  y+ yK— 1,  ou 

JL 

onrtréiivera»  e«  foaant  daas  l'équatiOB  (5*)  «rssy+Yy— li 

Aa  =  ~,  t  =  —  r^.y — lî  donc  i*=z  —  r,  et  par  là 

T""      \l-r     î-r*       1-r»       /  ^' 

Les  éi|n«ttau  (a) et (b)  donneat  ~ s  il%  et  par  suite  A=s  ~ 

Pag.  296.   Lee  éqoatiena  (a)  et  0»)  dwmeat  liaiaédiateRieiit 

i;^|.«i=L.  Jz4.  »ZîL  ...  où  r  =  e-'^  Tj 
de  cette  fimaile  en  obtievt  la  Talear  de  Vb  én  édiaageedt  «  et  a  entre  eoa. 

dene 

1  _        1        1^4.      I  ^ 

c*es(-tt-dire 

"j       V         1  y  \_ 
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La  fonctioii  ,    ^'^^  „  étant  de  là  fytmt 


le  àènk^fffvmeùt  de  cette  foactiea  eeloa  les  peisMecea  aaoeiidantes  de  aéra 
de  la  ferme 

doac  ir—J^^  =  0, étant  >0. 

Pa0,  298    Si  l'an  suppose  a ^a*-*  +        -(-...,  le  degré 

de  cette  foactien  étant  moindre  que  la  moitié  de  celni  de  ^ar»  en  doit  sToir 

donc  -, — ^  '—  +  ...,  et  par  anite 

(»— 

itP'i.   L'aotenr  dit  (7)  «pie  le  second  membre  de  l'é^iation  (28) -se 

réduit  h  une  constante,  lorsque  le  degré  de  (/x)'  est  moindre  que  celui  de  çx} 
mais  cela  ne  suffit  pas.    Si  le  second  membre  de  (29)  doit  se  réduire  à  une 

constante,  le  degré  de  (/'r)*,  aiijrnienté  (!e  deux  unités,  doit  «'tre  moindre  qiie 
reini  de  (fx^  car  les  relations  entre  p'  et  établies  dans  le  théorème  VI,  sont 
nécessaires. 

Pnf/.  2î)lî.  F^e  inKiilne  des  iniletenniiiées  r?^,  ff|,...r^,  <■,,...  est  éja^l 
à  m-\-n-\-l^  iiijiis  on  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par 
l'une  quelconque  de  ces  quantités,  de  sorte  qu'après  cette  division  le  nombre 
dnn  indéterminéea  ae  rédait  à  m+n-f-1. 

Pay.  299,   Les  équations  (16)  et  (17)  de  la  page  148  donnent 

en  faisant  jiour  abréger  çp(^)  =  v. 
Ou  tire  de  lù 

 do   bds  

vai-»*»!-»-*»»»)]  ~  ✓[(i-**xi-«VH' 

donc        /^^  —  '^^  ^h- 

et 

y'»  _      «fa         ^a/*'  £f  —  /.  ^      _ « 
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Os  »  eo  général 

et  fv  suite 


1 


or  Y'>  =  »,  faig„t  ér  =  ». 

✓(l  +  6  ✓(i+it«) 

Oi  ei  tiré 

/-L  L. 
•  fds  I  /»  e  dW 
✓[(1— ««j«Xl-c«x»)]  "~  "Kfo    V£(l+ ««XI— 

et  >de  la 

y*»  ^  l./"*  *  L  i 
•  v^CU-'^Xi— ^        v[(i+««»)(i— ••■•))  ~~  *  ' 

»       Jo   |/[(l_x»)(l— 6«x»)]  ' 
i-«  =        -  c^r      -  àa)]  =  (/[l-.<r»+c>'(^  -  *«)] 

/*ff<7.  500.  L'équatioQ  (9)  est  la  nu'tuc  que  l'équation  (ôi)  de  la  page 
28a    £a  faisant  daos  l'équation  (184)  p.  216,  a=^  —  b^  ou  aura 

et  de  là  en  réduisant 

c  est-a-dire 

*  K  'i -V 1— r»«»  /        *^  '\(i+p«xi+r''')(i+?'''-*Xi+?-*'-*)(i+?*'"*)-' 

ou  bien 

f>  /Ur»-^«\Ypr-*-p-'r»\/    (l-pVXl-p-«r)(l-?«r»)(l-?-'.^)  •  ■  ■  \ 
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LA— i°  77  { ^     '  y^  '^{  a-p'^X'-?-^oa-p*''*K'-p"'^*)  •  • 

On  pont  donc  pover  (10) 

*•   l+p»V  (l  +  p'r«HI+?-*'-')('^  +  ■ 

OÙ  il'  est  ooBStant.    Si  l'on  fait  0=0,  on  aura  A'ô  =  1  et  ^=1,  et  par  6uit« 

1  — ^.  /(«-/K»-r»xi-i'') -  y 

*         V  (1  +r»)^I +<*Kl+r«) . . .  /  » 

M  fm  tire  l'équation  (12)  de  ranteur. 

£a  faisant  daus  ré«j[uatioD  (186)  p.  216  o  =  y  —      Ot  tWlWra 

d'où  en  réduisant 

oii  i?  cftt  constant   Doue  eà  développant 

Dme  en  leaarfniiit  qne  ^^^^^^=çr-^  on  pent  poser  (II) 

^  ~     T+p*  V (t+pV«Xi+p-*^X>+«*»^X»+p-"'*) • . •  * 
où      est  constant.    Faiaant  t  s«  0,  on  anrt      as  *.F  (^)=*K(1-H^1» 
et  ^=  1,  donc 

^  V  (l+r«Xl+'*XA+'*)  •  •  • 

d'oh  l'on  tbo  réqattion  (IS)  de  r«ntenr. 

Pag.  soi.    Ayant  }Mr=f(^  —       on  a  en  faisant  «  =  ^  + 

»(l+l')-/'(»4')=''(ï')=^- 

^se  ssr.«^8s:r.(oosiK— isinff)s— r. 
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On  trouvera 

c  '    \  (1— r)(l— r') . . .  / 

L'équatioQ  (12)  donne 

V(l— r)(l— r»).../  * 

1—.^  5;  


O»  a 


1  _ 

1  +  r 

1— r  

1 

1  +r« 

1— /• 

1— r« 

1 

1+r» 

1— r»'— 

et  par  censément 

jUKr.  Les  fonaolea  (24^  fiS»  S6)  ^  faMteor  a  dédolteB  dei  for- 
nudes  (10»  9, 11)  peuvenl^  ce  ae  aenble,  ae  tirar  plna  aiaèaeat  dea  femolea  (188, 

187,  188)  pag.  218,  217.   Si  daaa  réqoatloa  (189)  oaftH  <ir=  ^  ^^'f^ 


j  4cos'x 


t  (r<"-*>+r^J 

_  sinar.ii,^   r-+r  >A(rt-.-*J+,-4)«-4«M«*-/' 


58 
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où  B  est  indépendant  de  a:. 

Si  l'on  fait  «  =  ^,  on  aura  a(^)=/'(^— ^  y-)=/0  =  1,  done 

1  •'Tf  lit 

L  —  ^  n  /'ii9''"*'iy 

£d  miiKipUant  cette  éqaatîoa  membre  à  membre  par  Téquation  (b)  cinlessus,  on 


obtient 


CettB  Tiiew  de  A  dttnt  Bubstftaée  dans  ré«patien  (s)  dwwe  la  femnle  (84) 
de  l'entenr.  ' 

•  >  6i:  dàiit  ré^on  (167)  en  ftit  «  =  *J  —  eiiftimv«sA'(^':r)» 

donc 

«è  A*  est  indépendanit  de  as. 


x  =  û 


doaoe  i^B'.Û  f-li^L-V . 
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.=^+ » . 4 ta.  i.(|',)=-,©=-4.«..=i.  (,»-r^ 

donc 

«t  de  là  «B  léivitaiit 


Cette  T«lcw  4«  ^i*  Aam  Mbatiteée  te  réi|intloD  (c)  donne  la  fonnale  (t5> 
de  ftatenr. 

En  fitet  Ici  ménei  nabstilatioMi  dam  Féqitfiea  (188)  on  «nn 

eè  iB"  ent  eoMttnt 

«  »  0  donne  A"      x)  =  b*F(^)  ^  bY^l  +  doue 

donne  K-ï-*)=Kï")=  — *'-*^  =  *ï  . 

donc 

Cette  valeur  de  B'  tUint  sabstitaée  dans  lexpression  de  A* cMcMnn 

donne  la  formule  (26)  de  l'auteur. 
Pag.  504.    On  a 

Or  log(l  — lïc*")  =  —  ipé^  +  ip*^*  +  + .  "îi 

log(l  -  pe-*^  =  —  ^P*^*^+  -  h 

donc        log(l  —  pe^^)  (1  —  ;>ér*<)  =  log(l  —  2p  cos  2x  +  p«) 
—  —  2(^cw2*+ i|>*C08  4ar-f  ip'coBear-f.-O- 
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OniiM  de  là  , 

* V I  —  2y«"-i .  cou  2j  +  / 

—«(f^.(y— (î« — 1) C08  4^+ 

Ot  ea  remarçiaiit      ^ÎJ?*""^  ==  Y^^^, 
et  ipe  par  mtto 

En  duugeant  le  signe  de  p  on  aura 

On  obtiendra  par  là  et  ea  remarqatnt  que  jj'^'g**"^  ^  : 

De  la  mtee  nranlèie  en  tronvem 

et  de  là 

De  ce  qni  précède  on  tiran  famnédiatement  les  Ibcnnles  (28),  (29)  et  (30). 
n  faut  obsem  qae  dans  les  feramles  (204)  et  (205)  p.  219  la  quantité  r  est 
la  mène  dme  que  i^l  daoa  les  forailes  (SS)  et  (36)  kl 

m.  Ayant 

=  1  +  2^  +  2ï*  +  V  +  . . .  =  1^ 


on  aora 


or  ^-.^r»-',  ç=»~«  ": 
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m 

et  de  là 

lPl^log(l)=i/^)J^log(l), 


9 

ce  qui  est  la  formule  de  Mr.  Cuuchy. 

Pag.  5i0.    L'expression  d«;      se  tire  des  deux  éqaations  (47)  p.  264 
ea  dÎTisant  la  première  par  la  secoode,  remarquant  que  --9^=^, 

.A(|.4.|)=a(|.-o),  x(f +  o)=A(f-»),  fiyMirte=c»  =  l  et 

écrivaut  ensuite  c  pour  e. 

L'cxiH  i;8sion  de  a  se  tire  do  l'équation  (il)  p.  264.    Cette  équation  donne 
en  iaisunt 6-=l,  écrivaut  c  au  lieu  de  e  et  substituant  les  valeurs  de  aj,  «,...0. 

a  =  -Ç  A*(«) .  ;.*(2a) . . ,  k*{na). 

Les  équations  (47)  donnent  après  les  mènes  snbstUotioM»  em  fiiteaiit  leor  pre- 
deit  et  sabstituiit  la  nlenr  de  6  de  (46)^ 

I  I  . 

T       tfrt.o'*.  X='(a).X*(2o)...X''(«a)' 

dene 

a  ssï  JCI  A*a .  A»(2«) . . .  k*{ntt). 

Pag.  SiS.   tt^^M  étaet  égal  à  al  ea  voit  que  À' (-^^)  estréel;  deie 
'  •  et  par  lolte  e'  est  réel  pour  cette  ¥aleor  de    e&  rentav^Miat  qae 

iCiL— JiSi.W  ^^'^^^     cet  eae  ewatUé  réeUe. 

Ht     m)  e«  q«î  ,«uii»e  «eue 

P«»7.  Si4.  Én  Tertu  de  l'équation  X*^=k\^^^n)y  où  m  est  an  eatier,  on  a 

jj  /  nrj-(2a+l)o>  \  ,a  /'cn'+2(«+jji+l)o\        ,»  /»ni— |i)«\ 

donc 
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L'éqnalimi  (12)  est  k  miflae  qoe  réqutiM  (M)        305  «i  fttaint  dw» 

celle-ci  ar=  —  $. 

En  vérta  d«  théorème  de  M olm  ob  « 
En  aniltipliant  eeg  deux  équations  membre  à  membre  U  viendra 

t(H-l 

Fnimuit  dns  cette  éfution     =  —  1.  on  «un 

c'est-à-dire 

^_v.«.^.«.^.«„^...«,^.«,<^'....„^=i. 


et  de  là 


Inné  en  nnbstitnant 

le  signe  de  x  dans  Féiinntion  {(})  on  nom 

Gela  poB<^  al  l'en  fait  dans  réqnation (IS)  sooeessivemeat  %^'^-\-a,'^-\.U, 
. . .  ~-  -j-      et  «  =  "5^» 
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*(t+««)-7:-  •"'•^sîtI- -n^r:::^-) 


Doac  «H'  UJWt  égard  aux  équation»  (/)  et  {d)  ou  obtiendra 

a(|.  +  «).a(^  +  ««)...a(^  +  «.«)  = 
SU        ^  (^c»»*)  4.  ixt*<"'+  ■  '  1 1  ) .  ■  y  (  1  +  ?xu  g»)  >  ■ .  y 

Or  (voyez  réquatioo  (16)  pag.  308  oft  le  chaageiieit  i»heme  «otniw  cehl 
ift  r  en  9) 

Doac  on  dédttt  ào  là 

 nVii—  (  ^"'^  """^  '  ^^^1?'^  -n)  •  '  •  y 

Lorsqae  a  =  -g,^^  '>  ®"  • 

)2  ,V         /     a                 îp-'ï  ^  TT  )               \      «  Zw+l  ^"zLl  
«s-T-'K  f*^*v**T*s;iT'H»'i=iy-"t{  ? — ô — ïrf  4ar\ 

1 


Doae  id  Tob  6it  povr  abréger 

ç«»+*.di»  =  Zr,  ou  aura 


et  le  là 
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En  remarquant  maintenant  qne  ç  =  A*^*  et  faisant  pour  abréger  iviin-^-i)  j 

=  0  et  (2»- — !)(£«  4~  1)  =^ <JQ  trouvera  en  suh.sUtuant  réduisant  et  carrant 

ea  vertu  de  (i)  ci-dessus  on  a  | 
Bdnltipliaiit  les  devz  dendères  dqitatioM  meabre  par  Mulm  11  viesdim 

i 


11,11.  (lt*'+»-) 


'     -B  -B  Ht 


n 


donc  ^JIS^  +  «=  + 

et  ftr  ewuiéqiieiit 

De  1a  néme  «nnière  en  eora 
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Ea  veite      lonmiM  (q)  et  (4)  réqnaUoa  (0  derieodra 

[?.Kï+-)]*=#-*--»-[?.(i^^)]' 

Or    y  =  A^»  \,  iniic  y  *  =A-'+-+s  et  par  suite  jf".Ar»'-»  =  AK 
On  aura  par  coaséqueut 

Bb  nlMrtiCiiMit  dans  cette  éipiatioii  k  valeur  de  k  ob  a  h  femule  (li)  do 


ÎPajy.  ^fff.   Si  daas  Féqnatioa  (/J)  on  fait  «=  1,  oa  treavera  aiaéacat 


et  de  Itt 


Cela  posé,  en  faiaaat  daas  la  fonaale  (12)  I  =  «,  en  aura 

1-29"»  .coi|^  +  /'  ) 

.  /       -i    <ï      ,  ,  -        •       Ht  <C    -rr  1  2"  ■»  1  l 

A(»i«)  =  — :-.l/</.sm  r=—Ti- IL <  — ^  >■ 


Donc  ayant  égard  aux  formules       et  (i) 

;u..»(«.)...;««)=î:4i:.J^(9^.JS^-)(£L.i;J_>  w 

Si  dans  l'équatien  (12)  on  diviae  les  deux  membres  par  %  et  qu'on  laaae  easaUe 
on  obtieiidra  en  remarqnaat  que  -^-st  ponr  0=0: 

59 
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Kn  nitiltipli.  lit  cette  é^tion  membre  pir  membre  par  lè  carré  4e  réfvatioD 

{x)f  ou  trouvera 


m  m. 

Or  en  faisant  puur  abréger  comme  précédemment 
on  tnwvm 

ato(a,.      *f.4.m.  te)         ^  _  a 

V      t»    SiH-l  ^      2n+l/        2i/~l        2/— l  *  *^ 
1  -  «f^.c^V  «)  +  («^  -       («^- *^)î 

c'est-à-dire 

Boitooime  préeédemaMttt  Si<Sii+l)s=e,  (Sr^l)(2ii+i)sr  ott  aara 
m  tire  de  1&  ea  mattfpliaat  et  marqoaal  qpe  ç  «  ,t<***>^i^. 
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E*  mUant  cette  éqoatioa  entièreiiieiit  Ae  la  ném»  aailére  que  réfBati(m 
(0  d-desBos,  oa  ironma  ^ 

<rH  (njim.))' = *= «r-*.  i  (i=5^.  ^ . .  .)*. 

_j  

P«u^.  317.  Le  théorème  portant  le  numéro  XVIU  est  démontré  dans  le 
mémoire  XXL 

Poff.  52t.  Pour  (f  ^  inliai  on  a  ç(2»4-  i)^  =  B^h,  où  5  est  une  con- 
stante; car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  en  r/O  qai  exprime  la  valeur 
de  la  fonction  ç(2n  -|-  est  d  un  deg^ré  d  uut;  umte  plus  élevé  ^ue  le  deno- 
atiiatenr. 

Pag.  522.    On  a 

Le  second  membre  rlp  la  ]tremière  équafifin  L^uitient  le  terme  t(Ç-|-/j/?)  qui 
répond  à  m  =  0  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre  de  la  demi- 
ère  équation.  Celoi-ei  an  contraire  contient  le  terme  nr(9  +  (2«  -f-  1)«  -j-  /z/?^ 
répondant  à  m  =  £?;,  et  qui  ne  se  trouve  pasis  dans  la  première  équation.  Ces 
deux  termes  étant  égaux,  et  tous  les  autres  termes  communs  aux  deox  éqtia- 
tions,  il  est  olair  qve     =  t//(e  -f-  «). 

Vétpatàmk  (1)  \ti{2n-\-i)i=Rf  peut  m  mettre  sons  la  fome  (voyesp.  187) 
(^•^J*  -I- , . .  +  iijr)  —  ^2ii+l)».<Cai<**H>'-»  4- ...  ^.  U)  s-  0^ 

Ob  volt  par  là  qne  le  ooeflldeut  de  tente  pvlaaaBoe  impair  de  *  mt  lBdépe»> 
daDt  de  et  fne  le  ceeffieient  de  toute  pulasanoe  paire  de  »  coatlent  le  fae- 
teur  f^Sit+lH*  Donc  la  aomme  de  tontes  lea  racines  est  de  la  fonue  C>p(<ii-f-l)l^ 

on  C  est  constant;  la  somme  di;  tous  les  produits  de  deux  racines  est  Indépen- 
dante de  Q  etc.,  d'où  il  est  clair  que  dans  l'équation  (16)  /I  ==  0  ai  le  ueudire 
des  facteurs  de     est  impair»  et  .fissO  ai  ce  uomJbre  est  pair. 

Pag.         Les  eapcenkMW  de        août  les  méaMU  que  lea  ezprea- 

akNM  (84)  et  (3SQ  pag.  SOS  et  SOI^  en  remarquant  que  -f-sd.     dans  ces 

m  m 

V 

dernières  formules  signifie  la  même  chose  que  6-^ ici,  et  que-—  =  b.—-  dans 

59* 
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les  formules  citées  est  la  même  ehost;  que  b,  ~  icL  Ën  ayaot  égard  à  ces 
a^^û&eatàvm  l'équation  (9)  pag.  300  deviendra: 

V*        _JSL  ^JUL  tm  «w 

lit  N 

£ii  mettant  ici  ^  —  ^'^  place  de  0  et  remarqaaot  que  e  V  '^y=:pe'^, 
on  «on  Tespression  de  A  to^ 


Pa/7.  Pour  les  expreasions  de  yc\  voyez  les  équaUoos  (16)  et 

(U)  pag.  502  et  501. 

Pag^  555.    L'é<(uation    ;.'(*o  —  #0  +  fl)  =  / 0 'îonne 
m  —    +  o  =  (—  l)-'éO  -f-  (—  1)-  a  +  Wo'  4-  n'ta% 
où  m*  et  ^'  sont  des  entiers;  on  en  tire 

«(1— (— -1)-  )  =  ((—1)*"  4-  O'O  4-  »>'^'  —  H- 
11  faut  doue  que  m'  soil  uu  nombre  iiupair  2/4-^1;  donc  eu  remarquant  que 
ai  =  ma't  on  tnra 

8«  =  (2/i  + 1  —  w)o'  +  .«'w'i 
Pdy.  JM.    Les  deux  équations 

+  0)  7  (0'— 0)  =  (vO  ./•()')'  —  (vO'  ./"o)*, 

se  tinnt  tnmédi&teneiit  de  TéqnaHoo 

;.(e.+e).;.(o-o)==^i;î^z^^ 

ea  y  ftlwmt  A»  =        Ar  =  ^. 

P«^.  5J7.    Ayaut    v^^a=J(a' — x\){a* —x^..,{a'^ — x^^ 
on  pent  fiiire 

^1        I  ^'1         i  1  ^«       _1  -I-  -1-  fi* 


Or  ^  et  V'''^  étant  des  fonctions  impaires,  on  u 

Q( —  x)=.  —  8ar.  et  v'(— =  —  V'*>  dOB«  on  aura 
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Oq  tire  de  là  • 

donc 
done 

oîi  I»  eut  le  coetlicient  de       dans  le  développement  de  la  fonctioii 
^£-..log (^Jl|^'^)  «livaiit  le»  puisaaaces  asceudaates  de 

Subatitaant  iei  les  valeur  de  v«r,  et  Aa»  et  développant  aolvant  les  poissan- 
oes  aseendanten  de  ^,  on  venra  (|ae  le  coefficient  de  ^  da  dévebppi«ent  sera 

P«g.  S4i.   81  f»  eat  impair,  et  7«  pair»  on  anra 

/âr = (fl,  +  tf,;p*  +  fl^ -I- . . ,  +  fl^»^*)*, 

çi»  =s  6«+«,:r*+ V*  -1  +  *..-rP"^+*'""*» 

(/*)*-(Tx)«(l-x')(l-r«.r^)  =  _  r'(^'-xî)(x»^î) . . .  «Î^K**-y*>. 
»s 0  donne  6*  s «r^ar'jr^ . . . d'oà  Ton  tire 

„_  ftp 

CX,X,  .  .  .Xi,_i 

Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  tirée  des  équations  (13% 
on  trouvera  ^  exemple  ponr  ii^£: 

«  =  1.        (x^  -x\)x,&r,-l-(*«.-x«,)x,Ax,  +  (x\-x\)x,Ax, 
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En  désignant  par  y'  la  valeur  de  y  détemlnée  par  réqattiiA  (14)  «a  Iwwrerft 
de  la  même  maaivre  pour  n  =  2: 

y  (jr\-*«>r,Ûjr,+(^\-x«i)x,A*.+{x\-*«,)*4l*i  • 

donc  y'  =  . 

Poy.  Lea  équationa  (42)  et  (43)  donnent 

doue 

On  voit  par  la  que  Ax^  est  rationnel,  lorsque     est  un  nombre  pair. 

Pag,  549,  ^  est  la  valear  de  ^  peur  arsO;  dono  A^^é^ 

^       rfU       —  a(Xt)  1  »— .u  VB  ■»f-.w. 

On  trovre  de  la  même  manièra  B^^tft  =  -^  fMwr  arsa 


(«) 


Lea  éqnatioaa  (42)  et  (4J)  donnent  connne  on  le  Tdt  alaéflMa^ 

La  première  équation  est  la  même  chose  que 

Bédniaant  lea  fractfama  dn  premier  membre  aa  ^éaie  déaomlaatear  et  remarquant 
qn*apr(8  -eetle  Tédectfon  lea  dénemlnateots  de»  deux  nenAres  doivent  être 
égaax  aéparéaiea^  on  aura 

f  »|kH«Jt|»r|'  ?»n  —  1  =  (K  (b) 

Soit  maintenant 

=  1  ~f-  -^'1,1(1-1    -|- . . . 

En  subatitnant  ces  valeai^  dans  (b),  un  en  tirera 

La  seconde  dea  équations  (a)  donne  de  la  même  manière 
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L  équation  (d)  lait  voir  que  si  ^'j^i^-,  =  0  et  B'^^^^^  —  O,  Ji't^^^  sera 
aussi  égal  à  zéro;  et  l'équation  (c)  que  si  £',,^  =  0  et  A\^^^^=^Of  '^'•^tm-i 
doit  ie  néne  4bre  égal  i  zéro  Or  les  équations  (53)  montreat  que  ^'^=0 
et  A'^  =  0.  Doue  il  e»t  doir  q«e  £'t,t|»  =  0  et  ^'s,iyt+i  ^  0  pour  tonte  va- 
kor  de  ^. 

!««  +       +      -I  + 
+  *'A  +  *  Vt  +  •  *  •  + 

Smppoftoiio  qa'oadmMUide  p.  ei.     expriné  ratioaiielleiKeoteo  %  x^, 

e»  désigMiit  pour  abréger,  par  i^  la  bobim  dea  antres  tennea  dont  (  eot  ooni* 
poaé.  Dooc 

où  X  est  une  fonction  alg(''briqnc  des  (in.tntiif  s  c  iduprises  entre  les  parenthèses 
parce  que      qui  par  l'hypotlièse  est  une  lonction  algébrique  de  x^, 
peut  s'exprimer  en  fouctiou  algébrique  de  x^f  ^s»  •  •  •  y»}  •  • 'yii»  On 

en  déduit 

/•(O— V)  =  fonc  rat  de  x^,  x^...  x^,,      ,  y^j,.  .y^^F. 
En  développant  oa'aata 

9k  P  etQ  août  dea  foaetioM  rafioanellea  de  9,  «•>*** «|i>  y^»  yi>  •  •  •  jf|i* 
Donc  l>  +  j2y  =  F; 

et  de  là 


et  par  aaile 

 ^  =  foBc  rat  de       ,  j-,,  . . .  x^,  y, ,  y„  •  •  .yn- 

/'a^.  JoJÊf.  Le  théorème  en  vertu  Ju^uti  les  équations  (68)  seront  satis- 
faitea  en  mettant  au  lieu  de  0  une  racine  quelconque  de  Péquation  F=0» 
loraqae  cette  équation  eat  irréductible,  est  démontré  pag.  llSf  i^^' 

Ptig,  S65»  IMaigaoas  pour  abréger  le  degré  tae  lèaedoa  par  la  lettre 
Aet.aoit  i^x^m^ 

li^=n,  on  anra 
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et  J^e4rss2ft+4»  là  m<ii  +  S. 

On  ne  peut  pas  ardrinsn^'  ^  ^  remoqoaiit  qae  des  «onbrM  m  «t  »  TaB 

doit  être  pair  ^  Tantre  inpair. 

Soit  d'abord  m>n-\-Zy 
donc  2î«>!«-f-n+2, 
doDC  £m&=o«>iN-)-n-|-3, 

e*eBt^dire  JH»^oa>Dn> 

Soit  emmlte  n  +  S  >  m, 

dôme  Stn'^A>m-\-n^t, 

dose  2a  4-  45=oti>m-}-«-f-3, 
c^ee^à-dinl  iXMr=  oq>  J9v. 

Pc^.  366.    Lorsque  m  =  2,  l  i'<|tiutHMi  (109)  devient 
En  l'aiiàuut  fx  =  ax,  (px  =  f),  on  aura 


doae 
et  de  là 

Donc 


=  —  1,  +  «•  as  —  te*,     s«  —  «♦ 

1 

lorsque  ««  =  1, 

a   — I    1  .  l 


SS7.    On  a  en  général  (»■•— *'}(^*  —  «*)  =  — (j/±rw)V 

En  faisant  *  =  1  oaa:=~  dans  1  équation  (108),  la  partie  loj^nrithmiquc  dis- 
paraiL   Oa  voit  par  là  que  ^  ne  peut  pas  être  aéro;  car  eela  donnerait 

ee  qui  n  a  pas  lieu. 
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En  différeatiaot  l'éqaatiOD  (li'î)  uu  trouve  /^=|^  h,  k  étant  la  partie  entière  de 
J!-.   Or  TT^ss  «••■■g*-»'.,    j^^^  1^      ^g  eoUère  est  doncii;  =  U 

Lt  aeewWto  des  éfutitns  (lli)  donne  a  sons  la  forme  oo— oa  Or  oa  a 

et  lors^e  a,=oo^  . . 


OO  tire  do  là 
donc  on  aura 


ex 

Cette  Takiir  de  m  étant  aidiatitoée  dans  réqnatioa 

Aa          a*  +  a 

fait  voir  nue  la  supposition  de      infini  ne  cliange  pas  la  valeur  de  —  • 

st. 

En  substitnnnt  les  valeurs  trouvées  ci-dessas  dans  l'équation  (112)  on  en 
déduira  1  équation  (llï>),  où  il  faut  observer  que  le  coefTicient  de  9x  deviendra 

±c*<Ms  «r,:^-^^  qui  est  de  la  forme  ^oo^too.   Or  en  lureaant  les  alinéa 
*« 

Cfmvenabloa  oe  eoeSieieat  se  rédntt  ft —  ^   En'  efffet  on  a 

a 

«  —  g^Agg  Aa,   _  A«t 

e*a«,«u  =  —  — 
»^  «a  «i 

JPt^.  5tf9.   Si  ^  et  r^  avaieat  an  ikctenr  commua^  y  et  r  l'auront  de 
i;  main  la  valeur  de  »  qni  ferait  évaaoair  ce  ftctear,  readrait  (1— J;*) 
inin^  «e  qid  eat  fan|K»B8ilile.       et      ao  peuvent  a'évanonlr  en 
même  temps»  par  eo  qae  i^v*  et  1  ii«  le  penveal  paa. 

60 


et  par  là 
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Lonipie  9  =  ^  «oit  «*=y»  oà  •  et  jf»  «ort  des  fi»ctfeM  estlèies  de 
»  MOfl  diviseur  eomniDii,  on  aura 

y'         q*-c'^p'       $2(1— x»Xl— 

Or  ces  deux  fractions  étant  Irrédoctîbles,  on  aara  s^aréuwit 

et  «*=r*, 

doue  9'  =  9*  et  rat;!.. 

Le  ntunératenr  de  la  fraction  rationuelie  étant  divisible  par  r,  il  est  divi- 
sible par  0,  done 

H'ip—pdq 

est  une  fonction  entière. 

Pug,  570.  Dans  le  ew  de  «ssm,  si  k=Q,  onaun 
^=  «i*— *  -l-a^»  + . . .,  &  —  siB«^»  +  (m—  l)aj;e— •  + . . . 

d'où  Ton  voit  qne  le  degré  de  pd9-9±^  si    =  0,  est  épi  à  im^% 

Pag.  S7L  Les  formules  du  peragraphe  2  sent  les  mêmes  que  les  for- 
mnlcs  (10),  (H)  et  (12)  de  Is  page  2S8  en  y  faissnt  e  =  e,s=l  a  «  =  *. 
La  formule  (10)  donne  alors  «r  =  il  =  *,  y=±*,  ei  =  ±e;etln  fommie 
(M)  donne  ii==s±l  =  #,  y  =  ±±,  r,  =  ±e.  Bfain  fl  faut  remarquer  ipie 
dans  les  formules  (10)  et  (U)  on  peut  aussi  avoir  (voyez  les  notes  pag. 
c*  =  ^  et     =       ce  qui  donne,  en  faisant  c  =  e^  =  1  : 
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Lct  «pain  deraièreft  fonmles  Ai  paragrapiie  S  mit  oMipcIseB  .daw  1 
(11^  pag.  S58^  oik  U  «npposilton  de  «  =    ==  1  doaie 

Pag.  582.  Les  é^tions  i|ai  déterminent  les  valenm  des  qntntitéa  «f» 
èf,  a,  b  donnent 

*'  =  «.9(l)  =  «c'.y(l). 

Les  de«x  inrenières  é^tions  donnent  -^=9(l)=-^.9  ^-^^ 

et  les  denz  dernières  =  (fii)=  c  .9  ^-1-^. 

Donc  ott  a"  =  0  et  ô  =  0,  .ou  6'  =  0  et  a  =  0. 

Oa  a        ^  donc$.  =  ^^1,  fin  verta  de  (1^)  on  a 
'      çÔT        4s  9(1) 

^(«)sx.v(^),  où       est  nne  fonction  rationaelle  de  «^  et  V^0)  = 


Donc 

1 

9(1) 

1 

ç(«) 

donc  pour  drsO^ 

i'sjfr.  JîM.    En  (-liminaot  e*  des  équations 

0  =  3  —  4(1  -f-  rV  +6<îV  — 


d'oà 

e*  —2cc'  -f-  c  ^  +  ^cC—éV ce  —  =  0, 

et  de  là 

(<-  _  cy — AVccii  — «f/^w+ttîO  Oi 

c'est-à-dire 

(c' — <?)•  =  4KcC,  (1  —  VcC)*, 
Pug»  5S0,    Lorsqu'on  divise  les  deux  équations 

flO' 
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»*-'V=(^)', 

donc  ç»* — C^p*  doit  «Mrc  un  rarré  parfait. 

Pag.  388.    L  expression  de  q  donne  en  faisant  2  =  0: 
1  =  A.  0  ) .  0  vV .  . .  Ô^i^-M, 

^'  =      — a){4r  —  ôt))  . .  .  (a: — 
par  nieiubrc 


Piy.  Soit 

J»  =  ^.  +  -^,â  +  .-  +  ^^ 

*  =  ^»  +  ^1*  +  "  .  +  i^uî»^, 


=  (a  —        —  — ««M^)). 

On  voit  par  la  que  J^,  =  a,  B^  =  bi  donc  ei  *  =  0,  ^  «en  dn  degré  1. 

S»  *'  =  tS^  •»*y=f*,  la  le 

sera  également,  en  vertu  des  équations  (142). 

Sott  réqnation  (185)  :  «t—fy^tfx, 
«o  «um  o»_  5#  =y(l) 

donc  ssO. 

On  tire  de  (148)  en  y  frisant  «=0  et  écrinnt  2»+l  pour  m 

•-(0)  =  «., 

J»  a=  «(«»— eî) . . .  («•—«V 
/'a^.  J»^.    Si  a  =  o,     sem  dn  degré  ^—1  et     dn  degré  fi,  Bn 
égalant  len  coeliicienn  de  z^  '  dans  l'équation 

P—99=±  à^x—zX^—z) . . .  (x^V^z),  (a) 

on  aura 

o*— *'y  =  +  %(^+ a"  +  ^»  -f  .  .  .  4-  r  i^-"), 
ou     et  ô,  sont  des  constantes.    Ou  trouvera  8ou8  la  même  condition  que  dans 
le  cas  précédent,  qu'ea  faïKaat  /4=2«+l,  on  aura 
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*-**==F*r(-+d^+-+-rSfei-)- 

Or  •r  =  -f  1,  +  1- do«iie»  =  4- 1,  4-— ,  <i'où  l'on  tire  6' =a  «  aor» 
donc  la  fonne 

a' 

3f  = 


Cette  éqnitiw  firit  voir  ipw  »=0  read  y  {■ini.  Si  Toa  dhrise  les  dm 
aembrea  de  réipatiea  .(«i)  ci-deans  par  y  et  qn'on  faaae  easaite  «sO  au  y 


De  ee  fai  iw^eède  en  tire  aar^le-chaaip  l'équation  (188). 

Si    eat  pair  asS»^  on  tronvera  poar  y  la  foraie 

 «;  

dTaè  Ton  iire  réqnation  (189). 

Pag.  597.    Poor  x  =  ^  les  équations  (190)  et  (191)  donnent 


Peur  0  les  aiémes  équationa  donnent 
L'équation  dUTérentielle 


=  ae\el . . .  e\  =  A{l  +Stùe^  +       +  •  • .  4-  2AeJ 


donne  pour  x=Q, 


^=  ^"^^ =«••:<•••**•»<«  «=»! 

«.  ejej . . .  c*.  =  2^  4- 1. 
Lorsqu'on  auppoae  «  infiat,  oa  a  ;r,^^J     jI»  ==  y,  doue 

donc  A=.s^^   On  aura  donc 
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«  =  ^  » 

Le  produil  de  c«s  deux  «^oatious  membre  par  membre  donne 

a*  =  c*",  donc  a  =  c". 

On  a  (voyez  155) 

donc 

Pa^.  400.  Les  équations  (190)  et  (197)  se  déduisent  respectivement 
des  éqontions  (190)  et  (191)  en  remarqout  qae  «  =s  ««h'+sh,^  ^=s>— 1-. 
et  CB  «yimt  égard  ans  éqoatinM  (143)  et  (144). 

Puff.  40 i.    Ua  a 


dans  (1)  on  met       au  lien  de    on  «m  I 


de    ,  de" 


ife^  I    df,    <fe»l 


doœ  par  cette  anbstHiitton     se  dumge  en 
Fi^.  4r<Nr.   On  n 

t^y,=«  ^dM«»-f.  d^««  +  .  ..  +d«-*|-*+...  +  d*l*Vl»*. 
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Bm  i^oatant  et  divisant  par  2^  -}-  ^  a^ra  la  valeur  de  x.  Eu  multipliant  la 
seconde  équation  par  la  troisième  par  etc.  i^antaat  eauite  et  divieent 
par  £^-f-l,  on  ann  la  valeur  de  ft"».   (Voyea  pag.  124). 


1*19.  406.  Crèlh  renarfae  que  c^est  jnsfald  qoe  ce  ■émoire  loi 
eat  panean,  et  que  l'antenr  eet  nort  aaas  Tavoir  fnL 


FIS  OU  TOUS  PRBXIRB. 
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Fautes  à  corriger. 


Pa^ei.  Lignes. 


Faute*. 


Correctioiu. 


im 

m. 

ZZL 


31^ 


878. 

877. 

402. 


22. 


IIL 


20. 
12. 

12. 
L 


4. 

m. 

3. 


21. 

L 


IS. 
lâ. 

2(L 
7et0. 


{Plusieurs  fois)  îiid«*pen<lcnt«*8. 
au  dessus  du  plus  grand  nombre 
premier  compris  dans  lea  fac- 
tcara  de  n. 

|L  =  0,  1^  2^  Z.^}}.. 


Si> 


rf»(»  +  a') 


y»»  y»» • • 


2n  +  l 

Danê  le  dénominateur  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (1*72) 
j  /  ma-^[Lai+k  \ 


V  2»+l 
Chauchy 


vi;.M)./O.J'0 
fonction  entière  de  s*^ 

 ~ 


1  — e 


1  1 
paragraphe  L 

s£ke+ehJt 


1 — c*ff*Ajp 

2B 


9» 


indépendante*. 

3u-dc8MU8  du  plus  grand  BOmbre  premier 
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et  celui  de  la  troisième,  le  aigne  — . 


d%(»  +  g) 

5»»    • • • -y- 

mu  +  (toi 


ç-(- 


mtù-i-^xsi+l  \ 
2u  +  l  J' 

Cauckjf, 
4»,(ç6)./».F9. 
fonction  entière  de  s, 

a    2m,Aa, 

p,  —  

m^dcL^ 

6»-«*. 
Ag. 
1— 

1  1 

T'~T* 

m 


paragraphe  2. 


9438  a 


THF  BORROVSCTR  WII.L  Bf:  flIARGED 
AN  OVhRDl  h  Fhl:  IF  1  HIS  B(K)K  IS  NOT 
RETL  RNTD  TO  THE  LIBRAR^'  ON  OR 
bEFORE  THE  LAST  DATE  STAMPED 
BELOW  NON  RECEIPT  OF  OVERDUE 
NOTICES  DOES  NOT  EXEMPT  THE 
BORROvn^R  PROM  OVERDUfi  FEES. 
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